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Valor de proyectos de inversion con
estimaciones probabilisticas y borrosas’

Project valuation with probabilistic
and fuzzy estimates

Ricardo A. Fornero*

Resumen

La valuacion de un proyecto de inversion o de un negocio generalmente se realiza
considerando una tasa de actualizacion ajustada por riesgo que compensa la
incertidumbre a la que esta expuesto el flujo de fondos. Se suelen usar técnicas con
base probabilistica o borrosa para reflejar la propagacion de la incertidumbre de las
variables basicas del negocio con las que se realiza la estimacion del flujo de fondos; y
también se suele distinguir entre la incertidumbre como variabilidad aleatoria y la
imprecision (o incertidumbre epistémica). En este ensayo se explican las variantes
metodoldgicas para obtener una estimacién puntual del valor, o bien una estimacion
en un intervalo. Se hace especial referencia a las situaciones en que puede
determinarse un valor probabilistico o un valor borroso, de un modo que sea
congruente con una valuacién que emplea una tasa ajustada por riesgo.

Palabras clave: Valuacion, Simulacion de Montecarlo, Numeros borrosos

Abstract

Valuation of an investment project or a business is usually done considering a risk
adjusted discount rate, which compensates for the uncertainty that affects the
estimated cash flow. Commonly, probabilistic or fuzzy techniques are used to reflect
the uncertainty propagation of the business' primary variables with which the cash-
flow is estimated. Also, usually a distinction between aleatory uncertainty (or random
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variability) and imprecision (or epistemic uncertainty) is made. This paper explains
the methodological variants to obtain a point value estimate, or an interval value
estimate. Particular attention is made to the situations in which probabilistic value or
fuzzy value can be determined, in a way consistent with a valuation that uses a risk-
adjusted discount rate.

Key words: Valuation, Monte Carlo simulation, Fuzzy numbers
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1. Introduccion

Existen alternativas metodologicas para determinar el valor de un proyecto de
inversion (o, genéricamente, de un negocio) considerando la incertidumbre a la que
estan expuestos los resultados. La forma mds difundida en términos practicos implica
el uso de una tasa de actualizacion ajustada por riesgo, segin el grado de riesgo del
flujo de fondos que surge del analisis del negocio.

Esa identificacion del riesgo puede realizarse de modo cualitativo o por
sensibilidad, o bien con alguna medicion del impacto de la incertidumbre en el flujo
de fondos. La técnica usual para esta medicién es de base probabilistica (mediante
simulacion probabilistica, o con el analisis cuantitativo de escenarios).

Debido a que una parte de la incertidumbre se origina en el caracter parcial o
incompleto de la informaciéon que se emplea, también se considera que esa
imprecision puede reflejarse mediante la estimacion de las magnitudes como nimeros
borrosos (fuzzy numbers). Si bien en esas propuestas se enfatiza que la expresion
borrosa puede ser la mas adecuada para reflejar la imprecision de las estimaciones,
hay que considerar que existen nociones de indole probabilistica que hacen posible un
reconocimiento similar.

Ambas formas de medicion (probabilistica y borrosa) son herramientas para
reflejar la propagacion de la incertidumbre de las variables bésicas (economicas o
técnicas) que se consideran, hasta llegar al flujo de fondos del negocio. En la
valuacion, el flujo de fondos asi analizado debe tratarse de un modo que sea
congruente con la tasa de actualizacion que se emplea.

No ocurre esto ultimo en muchas de las propuestas que trabajan con medidas
probabilisticas o borrosas. Se ha difundido una modalidad de analisis de riesgo de un
proyecto de inversion que se basa en la determinacion de un “valor probabilistico” o
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un “valor borroso”, realizado a partir del flujo de fondos y de una tasa de actualizacion
ajustada por riesgo.

El analisis de riesgo, en realidad, puede hacerse con respecto al flujo de fondos y
sus componentes, y sobre esa base se realiza la valuacion. El planteo de una
distribucién completa (de probabilidad o de posibilidad) de la estimacién de valor es
conceptualmente incorrecto y (tal vez por eso mismo) produce confusiones practicas.

En este ensayo se comentan las similitudes y las diferencias de la valuacion con
estimaciones probabilisticas y borrosas del flujo de fondos. Especificamente, se
consideran las formas de operar que son congruentes con el sentido de la valuacion y
las precauciones que deben tenerse al usar la nocidon de un “valor probabilistico”.

En el punto 2 se sintetizan los principales aspectos de la valuacion con el flujo de
fondos, y en el punto 3 se resumen las formas probabilistica y borrosa de estimacién
del flujo de fondos. Esto se vincula con el efecto que se considera de las nociones de
variabilidad e imprecision, y con la tasa ajustada por riesgo. Los temas se
esquematizan en la figura 1.

Figura 1 Valuacion: Flujo de fondos y tasa ajustada por riesgo
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El modo de operar para la valuacion en ambos casos se presenta en los puntos 4 y
5. Primero se plantea la valuacion como una estimacion puntual de valor, y después se
considera la expresion de un intervalo o rango de valor. Esto requiere comentar las
caracteristicas de la estimacion, en términos de la imprecision y de la relacion con la
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compensacion por riesgo que se incluye en la tasa de actualizacion. De esta forma se
caracteriza el que puede considerarse un auténtico valor borroso. En la figura 2 se
muestra un esquema del analisis que se presenta.

Figura 2 Valor: Estimacion puntual y en un rango, con mediciones probabilisticas y borrosas
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En los puntos 6 y 7 se comentan otros aspectos relacionados con el valor estimado
con una u otra base. El punto 6 muestra el encuadre conceptual que tiene la estimacion
de un valor en un momento futuro, que es el caso de las estimaciones que se usan en
las técnicas de valuacion que incluyen el reconocimiento explicito de la flexibilidad
(como un arbol de decisiones, o el valor de opciones reales contenidas en un proyecto
0 negocio).

Y en el punto 7 se sefialan los principales problemas que tiene la nocion de un
“valor probabilistico” y de su equivalente posibilistico (que es un valor que se
denomina borroso, aunque podria decirse que es un valor incorrectamente denominado
borroso).
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Como se expresa, el punto de referencia en este ensayo es la valuacion (monetaria)
de un proyecto o un negocio, y no solo la determinacion de una medida que permita la
comparacion entre alternativas (que se denomina seleccion de proyectos en el proceso
de evaluacion).

La situacion de valuacion requiere una estimacion razonable y se considera que el
grado de detalle del analisis es el suficiente para esa razonabilidad. Es decir, la
medicién no consiste, en un extremo, en una cuenta preliminar con estimaciones muy
genéricas; ni supone, en el otro extremo, un analisis de riesgo muy especifico y
pormenorizado.

Por la variedad de nociones y de herramientas que intervienen, y para no afectar
demasiado la linea de desarrollo, algunos aspectos se detallan en apéndices. Por la
misma razon, y porque no parecen esenciales para la presente argumentacion, no se
incluyen los aspectos conductuales de la decision de inversion, y tampoco el
tratamiento explicito de la flexibilidad que puede estar contenida en el proyecto de
negocio (mas alld del comentario relacionado con este tema en el punto 6).

2. Valuacion con el flujo de fondos

El valor de un proyecto de inversion (y, genéricamente, el valor de un negocio) es
la cifra en que se puede realizar la transaccion de un flujo de fondos como el que se
estima para el proyecto. También puede entenderse como una medida del efecto que
tiene el proyecto en el valor de la empresa que considera esa inversion.

La medicion, en principio, se refiere a un valor transable, un precio: es el valor de
un titulo (o una cartera de titulos) con un perfil temporal y grado de riesgo del flujo de
fondos similar al del proyecto o negocio. Entonces, con el flujo de fondos que se
estima para el proyecto se considera la cartera de titulos que es equivalente, y la suma
de sus precios es el valor del proyecto.

Este valor es independiente de la preferencia temporal por consumo del decididor
(o inversor), ya que €l puede ajustar el flujo de efectivo que requiere para su perfil de
consumo mediante transacciones con titulos. Las condiciones de esto se conocen como
el enunciado de separacion de Fisher-Hirshleifer (que se resume en el apéndice 1)'.

"La posibilidad de replicar el proyecto o el negocio con titulos supone un mercado de capital completo, y
por eso se dice que es el valor del negocio o el proyecto que tendria si estuviera representado en un
titulo transado. Si bien es aplicable en muchas estimaciones, esta condicién no se cumple cuando, como
comentan Smith y Nau, “la introduccion del proyecto en el mercado puede crear nuevas oportunidades
de inversion financiera, y cambiar los precios de los titulos transados” (Smith y Nau, 1995: 805).
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Si no existen titulos transados que sean directamente equivalentes al proyecto o el
negocio, el valor se mide como una estimacion del precio que tendria un titulo con ese
flujo de fondos, si se transara (es decir, el precio de mercado del derecho a obtener ese
flujo de fondos). Esta valuacion se realiza como el valor actual del flujo de fondos
estimado para el proyecto, considerando una tasa de actualizacién que es congruente
con esa medicion de los importes periodicos.

Con el perfil estimado del flujo de fondos, F=(F,,F,....F,,...,F,), y una tasa de

actualizacion r, el valor se calcula:

t=n F
V, = —t Ecuacion 1
0 ; (1+71)"

Segun sea el perfil del flujo de fondos estimado (con la division de periodos que se
use en cada caso) puede existir un importe en el momento al que se refiere la

valuacion (F;). Al considerar este importe en el célculo, el valor que se obtiene es una

medida neta, antes de realizar algiin compromiso de fondos en el proyecto’.

La forma mas difundida es la valuacion con una tasa ajustada por el riesgo del
flujo de fondos. Esa tasa se estima como una aproximacion razonable a la tasa de
rendimiento requerido en el mercado de capital para un fluyjo de fondos con
caracteristicas similares al que se estima. Sin entrar en detalles que no hacen a la
finalidad de este ensayo, consideremos que la tasa puede medirse con alguna forma
aplicable del modelo de valoracién de titulos (CAPM, capital asset pricing model)’,

Alternativamente, el valor de un proyecto se puede determinar con la perspectiva
del decididor, considerando el rendimiento que requiere para comprometer el capital,
capital que se recuperara al obtenerse el flujo de fondos del proyecto segin la
estimacion realizada.

En cualquiera de estos casos, para la valuacion es necesario estimar el flujo de
fondos del proyecto y evaluar el riesgo, es decir, la incertidumbre a la que estan
expuestos los resultados de la inversion.

Tal estimacion suele reflejar la opinion de expertos o analistas, opinion que se
refiere tanto al negocio y su desempefio como a los titulos que son comparables (o el
rendimiento que seria comparable en el mercado de capital). Quien decide acerca del

2 Enun proyecto existe, tipicamente, un lapso de inversion (que se extiende en uno o mas periodos del
horizonte considerado) y un lapso de generacion (la vida econdmica de la inversion).

3 Algunas caracteristicas de las formas de estimacion de la tasa de actualizacion con CAPM se resumen y
comentan en Ekern (2007).

10



Valor de proyectos de inversion con estimaciones...

proyecto pone en relacion la estimacion de valor asi realizada con la situacion
individual u organizacional que considera pertinente.” Podria decirse que de este modo
quedarian separadas la descripcion de desempeiio y riesgo (y el valor calculado) de las
consideraciones personales o politicas en la organizaciéon, segun las cuales esa
valuacion se evaliia en términos de la conveniencia de una decision.

Existen variantes metodologicas para expresar la estimacion del flujo de fondos de
un proyecto o negocio, y para operar con ellas y obtener el valor. A continuacion se
considera el modo en que esas variantes permiten obtener una estimacion de valor que
sea coherente con las nociones aqui resumidas.

3. Flujo de fondos: Estimaciones probabilisticas y borrosas

3.1 Modelo financiero del proyecto y una primera forma de estimar el
valor

La estimacion del flujo de fondos de un proyecto o de un negocio se realiza con un
modelo en el que se representa la situacion econdémica y técnica pertinente: inversion,
cantidades, precios, costos, impuestos. Estas son las variables con las que se
determinan las magnitudes de los componentes del flujo de fondos: ganancia,
impuestos, y activos y pasivos operativos.

Cada una de esas variables es el resultado de una estimacion explicita (o de una
consideracion implicita) de variables primarias y de relaciones entre ellas. Por
ejemplo, la estimacion de ventas y costos puede hacerse a partir de la estimacion del
crecimiento de la economia, de la estructura interna del sector (evolucion,
competidores, esfuerzo comercial, etc.), de los procesos y tecnologia que se
consideran, de la evolucion de los sectores relacionados, y de la expectativa de precios
internos e internacionales.

Estas variables y relaciones se consideran con modelos econdomicos, organizativos,
técnicos (o ingenieriles), y de otra indole, y el grado de detalle depende de la finalidad
de la evaluacién y de la disponibilidad de informacion para los analistas.

El conjunto puede verse como una descripcion del negocio abierta en diferentes
niveles de modelos (figura 3). En cada nivel se identifican los factores de
incertidumbre a los que esta expuesto el negocio. El ultimo nivel es el modelo

* Terje Aven puntualiza: “El decididor sabe que esos juicios se basan en conocimiento y supuestos, y que
son subjetivos en el sentido de que otros podrian llegar a conclusiones diferentes. Pero tales juicios se
consideran valiosos si los analistas (y los expertos que intervienen en el analisis) tienen una sélida
competencia en el campo relevante.” (Aven, 2010a: 356).
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financiero (los componentes del flujo de fondos), y a partir de éste se realiza la
valuacion.

Figura 3 Niveles de estimacion
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Mas alla del grado de detalle de la estimacion (las variables primarias que se
consideran), la forma mas simple (y bastante difundida) es trabajar s6lo con los

importes periodicos mas probables del flujo de fondos, F. Estos se obtienen con la
magnitud, también mas probable, de las variables que se consideran para formar el
modelo del flujo de fondos.

Segun las caracteristicas de riesgo que se evaluan implicitamente en esta medicion
(o con alguna aproximacion de sensibilidad), se estima una tasa de actualizacion
congruente; digamos, una tasa de actualizacion k que contiene una compensacion por
el riesgo de la inversion. Consideremos que esa tasa es unica para todo el horizonte, y

que se realiza una estimacion puntual, k . En ese caso, el valor del proyecto se calcula:

t=n F
V, = —t Ecuacion 2
‘ ;.: (1+Kk)!
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La tasa de actualizacion compensa el riesgo del flujo de fondos, y por eso el valor
V, es una estimacion puntual del precio de ese flujo de fondos en el momento de la

valuacion.

Mas adelante (en el punto 5) se comenta que la estimacion puede explicitar un
rango para el valor, si se plantea un factor de error en la estimacion (por ejemplo, +/-
3%) o un intervalo para los importes probables, o bien si la tasa de actualizacion se
estima en un intervalo.

3.2 Estimacion probabilistica del flujo de fondos

La estimacion probabilistica del flujo de fondos consiste en expresar los importes

periddicos como un valor esperado, E(F), considerando explicitamente una
distribucion de probabilidad de cada uno de esos importes. Esta distribucion se estima
mediante simulacion probabilistica o considerando distintos escenarios.

a) Estimacion con simulacion aleatoria

Una forma de realizar la estimacion probabilistica es expresar las variables de los
modelos que se formulan para el proyecto como variables aleatorias’, con
distribuciones de probabilidad que las representan. A partir de esto se determina la
distribuciéon de probabilidad de los importes del flujo de fondos,

F=(F,,E,...E,...E).

La distribucion de probabilidad de cada importe se suele calcular con simulacion
aleatoria (o de Montecarlo), con muestras aleatorias simuladas de las variables que se
consideran en el modelo del flujo de fondos. Este procedimiento fue descripto por
David Hertz en 1964 (Hertz, 1964) como una metodologia que desarrolld en
McKinsey, y su uso se ha extendido al popularizarse los programas de simulacion;® se
esquematiza en la figura 4.

3 En este contexto se suele usar la calificacion de “aleatorio” en un sentido amplio, para referirse tanto a
la incertidumbre originada en una variabilidad intrinseca (por ejemplo, la uniformidad de los productos
que resultan del funcionamiento de una maquina) como a la incertidumbre de algo que no es
suficientemente conocido (porque se refiere al futuro, o porque no se tiene conocimiento completo de
algo presente). Esta tlltima se suele denominar incertidumbre epistémica.

Hay varios programas para generar muestras aleatorias (como Crystal Ball, @Risk, Simul-ar, etc.).
También se puede usar un programa para hacer el calculo directamente con las distribuciones, sin
requerir la simulacion de un muestreo aleatorio.
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Figura 4 Simulacion y flujo de fondos
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Los modelos que se usan para la estimacion suelen requerir la consideracion de
dependencias entre las variables (la relacion, segin funciones econdmicas entre, por
ejemplo, tamafio del mercado, participacion, precio y esfuerzo comercial). En la
estimacion con simulacion aleatoria se requiere especificar el grado de correlacion
entre las variables en cada periodo y en periodos sucesivos. Cabe mencionar que las
variaciones en las muestras simuladas con las distribuciones que se usan pueden estar

o no correlacionadas, ya que ésa es una informacion que se estima explicitamente’.

La estimacion de la distribucion de probabilidad de las variables a partir de las
cuales se determina el flujo de fondos puede reflejar informacidén que se describe de
modo estadistico (por ejemplo, la distribucion observada de precios, o de fallos o de

7 Este aspecto es una diferencia con respecto a la estimacion mediante numeros borrosos: esta
metodologia, en la forma en que se suele aplicar, equivale a la suposicion probabilistica de que las
variables estan totalmente correlacionadas. En caso de que la correlacion sea menos que perfecta, la

forma de la distribucion puede ser mas estrecha que la resultante de las estimaciones borrosas.
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productos defectuosos de una maquina, etc.). También puede basarse en otras
evidencias, o en las creencias segun la informacién del analista o experto. Esto ultimo
suele denominarse probabilidad subjetiva, para distinguirla de los fenomenos que se
pueden describir con una distribucion de las variaciones aleatorias observables (las
“frecuencias”)".

Podria decirse, sin embargo, que todas las estimaciones de probabilidad son
subjetivas, en el sentido de que se basan en la informacion disponible para quien las
realiza. Esta informacion puede ser de frecuencias observadas, de caracteristicas
intrinsecas de un fendomeno (cuando se conoce la estructura de funcionamiento), de
plausibilidad de un hecho, de consenso de opiniones, etc. A partir de esa informacion
se infiere la distribucion que se considera mas representativa. Por eso, la calificacion
subjetivo no debe pensarse con el significado de arbitrario: se considera que, con
similar informacion, varios individuos llegarian a la misma estimacion de
probabilidad.

Los grados de creencia pueden ser distintos segun la informacion. Por eso se dice
que, en el ambito de las estimaciones para decisiones de negocios, la probabilidad no
es la creencia de un lego, sino de alguien con conocimiento de aquello que se estima.
De todos modos, la informacion suele ser incompleta o parcial. Esto tiene
consecuencias, tanto en el significado del valor que se calcula como en la
consideracion explicita de la imprecision de las estimaciones. En los puntos 4 y 5 se
comentan estos aspectos.

b) Estimacion con escenarios

La medicion del valor esperado del flujo de fondos puede realizarse estimando los
importes periddicos en diferentes configuraciones del futuro, que se denominan
genéricamente estados (ver el esquema en la figura 5). Cuando los estados se reducen
a una cantidad relativamente pequefia de perspectivas acerca del desenvolvimiento de
la inversion se suelen designar como escenarios’.

8 A partir del planteo de Bruno de Finetti (desarrollado en los afios 1930), la probabilidad subjetiva se
define operativamente como el precio de una apuesta de $ 1 sobre la magnitud de la variable. Esta
interpretacion de apuesta puede ser criticable cuando se considera un contexto en el que la estimacion
refleja el juicio de un analista, y no del decididor. Esto es asi porque en esa interpretacion se mezcla la
informacién disponible con la actitud frente al dinero y la situaciéon de apuesta, y se dice que la
evaluacion de riesgo debe separarse de como se valoran las consecuencias. Por eso, Terje Aven sefiala
que seria necesario usar una palabra distinta a “subjetivo” para designar la evaluacion probabilistica del
riesgo que esta “basada en el conocimiento” disponible acerca de lo que se evaltia (Aven, 2010b).

% La técnica de escenarios, como identificacion de los “futuros posibles”, se origind en los estudios de
amplio alcance de Herman Kahn y después, desde los afios 1960, fue usada en el planeamiento
empresario en General Electric y Royal Dutch Shell. En este sentido, es diferente de la nocion de

15
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En cada una de estas perspectivas del futuro se estiman las variables del modelo
del flujo de fondos. La estimacién en cada escenario puede ser puntual, o mediante las
distribuciones de probabilidad de esas variables (medidas, a su vez, con simulacion de
Montecarlo).

El flujo de fondos se expresa con el valor esperado de los importes, considerando
una estimacion de la probabilidad p, del escenario s (que expresa el grado de creencia

en la materializacion de cada escenario). Los escenarios son, podria decirse, las
variables aleatorias basicas de la estimacion, y en cada escenario se reconoce la

incertidumbre acerca de los importes periodicos, F, (s j) 10,

Con S escenarios considerados en la estimacion, el importe esperado por periodo
se determina con los importes estimados y la probabilidad de cada escenario:

~ i=s
E(F)= Z E(s;) Ps; -
i=1

En sentido estricto, la estimacion en escenarios refleja perspectivas podria decirse,
separables o discretas, acerca del futuro, por eso se consideran dos grupos de
distribuciones de probabilidad: de las variables en cada escenario y de los escenarios.

La estimacion de la distribucion de probabilidad de los importes periédicos en un
solo paso, con la distribucion de las variables (tal como se describe en el apartado a
anterior), refleja una situacion de perspectiva Unica acerca del futuro (con una
estimacion de importes y variabilidad). Por eso, cuando la representacion mas
adecuada del futuro requiere considerar esas caracteristicas discretas, puede resultar
dificil estimar distribuciones de probabilidad de las variables y sus relaciones de modo
que se mida el valor esperado del flujo de fondos en un solo paso.

“estados de la naturaleza”, que se origina en la teoria formal de decision para considerar la
incertidumbre. En los dos ambitos, cada uno por sus razones, existe la discusion acerca de si, y con qué
alcance, puede hablarse de probabilidad de escenario (o de estado). Algunos comentarios pueden verse
en Millett (2009) y Ha-Duong (2005).

1% Cuando, como ocurre generalmente, no se dispone del precio por peso del flujo de fondos para cada
estado (segin se comenta en el apéndice 1), la estimacion de la distribucion de probabilidad de los
escenarios es una forma de estimar indirectamente esos precios para la valuacion.
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Figura 5 Escenarios y flujo de fondos
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La referencia a escenarios, sin embargo, se ha difundido también para estimar el
flujo de fondos en situaciones que son de perspectiva Unica (del estilo: “gran

crecimiento”, “crecimiento medio”, ‘“crecimiento bajo”). Se separa en unos pocos
puntos algo que es continuo y Unico (crecimiento, precios, etc.) porque puede
funcionar mejor como un recurso de comunicacion. Este uso tal vez se origina en las
connotaciones atractivas que tiene la expresion escenarios del negocio.

3.3 Estimacion del flujo de fondos con nimeros borrosos

a) Flujo de fondos borroso y desborrosificado

La estimacion de las variables primarias que se consideran para el proyecto o el
negocio puede expresarse con numeros borrosos (fuzzy numbers). Operando con éstos
se obtienen los componentes del flujo de fondos (ganancia, impuestos, y activos y
pasivos operativos) también como numeros borrosos. Con estos componentes se
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. . . coqe . . B
determina el numero borroso de los importes periddicos, que se puede simbolizar F;

(donde la B es por borroso; también se puede expresar F tF , la F es por fuzzy), como se

muestra en la figura 6.

n

Figura 6 Nimeros borrosos y flujo de fondos
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Para el uso en la valuacion se obtiene una cifra F, de cada importe periddico del

flujo de fondos mediante la desborrosificacion (defuzzification) de los nimeros

borrosos calculados (Fl3 ).

Desborrosificar significa determinar un niimero preciso o nitido (crisp) con el que

se representa a un numero borroso. Genéricamente, la desborrosificacion es una
operacion que se realiza para que los nimeros borrosos puedan emplearse en

instrucciones o algoritmos que requieren una magnitud unica (no un intervalo). Por
ejemplo, para la respuesta en un sistema de control, para ordenar 0 comparar niumeros

borrosos; o, en el caso de la valuacion, para calcular un valor con una tasa ajustada por

riesgo. Hay varios métodos de desborrosificacion; los mas simples son variantes de
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una media aritmética (denominados “centro de gravedad”, o centroide, y “media de

méximos™)'.

b) Comentarios acerca de los niumeros borrosos

Los niimeros borrosos son una generalizacion de los intervalos para la expresion
de posibilidad o creencia acerca de algo. Un ntimero borroso es una familia de
intervalos que representan la estimacion de una magnitud. Los numeros unicos (no
borrosos, denominados precisos o nitidos, crisp) y los intervalos simples se pueden
considerar casos especiales de nimeros borrosos.

La aritmética borrosa (fuzzy arithmetic) es un calculo con intervalos, que opera
sobre numeros que se especifican segun la nocion que se tiene de la variable estimada.
Entonces, la aritmética borrosa es un formalismo para realizar calculos con cantidad
numéricas que son conocidas imprecisamente (imprecision que se expresa entre 0y 1),
y que se definen con una distribucion unimodal que llega a la unidad para uno o varios
valores.

La funcién de pertenencia de un ntimero borroso se puede interpretar como una
distribucion de posibilidad. La posibilidad de algo es una medida de pertenencia a un
conjunto. A diferencia de la probabilidad, la posibilidad no es distributiva en el
conjunto pertinente: la suma de posibilidades (de, por ejemplo, la magnitud del flujo
de fondos, o de los escenarios) es mayor que 1.

Los calculos con niumeros borrosos son relativamente simples (si se usa alguno de
los programas de computacion disponibles para realizar las operaciones). En el
apéndice 2 se comentan los detalles y se describen formalmente las operaciones
aritméticas.

El calculo con intervalos supone que las variables con las que se opera estan
totalmente correlacionadas (es equivalente a decir, en una estimacion probabilistica,
que el coeficiente de correlacion es 1 cuando se suman o multiplican intervalos, y es -
1 cuando se restan o dividen). Por esto, el resultado que se obtiene es un intervalo mas
amplio (sefial de mas incertidumbre), en comparacion con el que reflejaria una
situacion con correlacion menor, o sin correlacion'.

Finalmente, a veces se dice que los calculos con estimaciones que se expresan con
nimeros borrosos son una aplicacion de la logica borrosa (fuzzy logic, también

" Puede verse un resumen de estos métodos en van Leekwijck y Kerre (1999).

'2 El tratamiento de la correlacién entre variables descriptas de modo borroso (con funciones de
posibilidad), lo mismo que la correlacion entre intervalos, ha sido planteado en fecha relativamente
reciente. Puede verse Carlsson, Fullér y Majlender (2005).
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denominada légica difusa)”®. Los célculos con estimaciones borrosas, para muchos
tipos de andlisis econdmicos y técnicos (entre ellos la valuacion), se encuentran
presentados con ese rotulo, que no es estrictamente correcto: lo que se aplica es la
aritmética borrosa'®.

¢) Probabilidad, posibilidad y tipos de incertidumbre

La teoria de posibilidad'® y las mediciones borrosas se suelen plantear como una
forma de tratar las situaciones de imprecision que es mas adecuada que la teoria de
probabilidad. Se dice que ésta se relaciona con la incertidumbre aleatoria (propia de la
estructura de un fenémeno), mientras que la posibilidad se refiere a la incertidumbre
epistémica (originada en el conocimiento incompleto o parcial)'’.

B La teorfa de conjuntos borrosos planteada por Lotfi Zadeh desde 1965 (y la logica borrosa como
manifestacion formal) se desarrolla para manipular formalmente de un modo mas eficiente la
imprecision y la vaguedad del razonamiento humano que se expresa en lenguaje natural. Como sefiala
Didier Dubois, “no es una teoria de la incertidumbre que desafia a la teoria de probabilidad; construir
una teoria que reemplazara a ésta no estuvo nunca en la agenda de Zadeh.”

4 «la logica borrosa es la generalizacion de la 16gica tradicional, y permite valores de verdad distintos
que la verdad absoluta y la completa falsedad. Es apropiado decir que la logica borrosa es comparable
con la aritmética borrosa en el mismo sentido que la logica es comparable con la aritmética; es decir,
que no tienen mucho en comun en términos de los tipos de problemas a los que pueden aplicarse.”
(Ferson, 2003)

' La teorfa de posibilidad (possibility theory) fue planteada por Lotfi Zadeh en 1978 (Zadeh, 1978) como
una extension de los conjuntos borrosos (fuzzy sets). Dubois y Prade (1988) desarrollaron una
especificacion compatible con un tratamiento cuantitativo en las decisiones, con medidas de posibilidad
y de necesidad.

Posibilidad refleja la creencia de que ocurra un acontecimiento y necesidad se relaciona con la
posibilidad de que no ocurra ese acontecimiento; la necesidad se define como el complemento a la
unidad de la posibilidad de que no ocurra el acontecimiento. En general, la posibilidad de que ocurra un
acontecimiento y la posibilidad de que no ocurra no necesariamente suman 1.

Posibilidad y necesidad, en un contexto de decision, son medidas no aditivas que equivalen,
respectivamente, a la plausibilidad y la credibilidad (belief) en la teoria de la evidencia (planteada por
Arthur Dempster en 1967 y ampliada por Glenn Shafer), y a la probabilidad superior (upper probability)
y la probabilidad inferior (lower probability) en la teoria de probabilidades imprecisas que formula Peter
Walley en 1991.

La probabilidad inferior es el grado de confianza en que ocurrira un acontecimiento, y la probabilidad
superior es el grado en que preocupa que pueda ocurrir ese acontecimiento: la probabilidad superior de
un acontecimiento estd asociada con la probabilidad inferior de que no ocurra. En el lenguaje de la
teoria de decision y la interpreacién como apuesta, la probabilidad (subjetiva) inferior seria un limite
superior del precio que se considera para apostar a que ocurra el acontecimiento, y la probabilidad
superior es el limite inferior del precio que se considera para apostar en contra de la ocurrencia del
acontecimiento.

' Estas dos categorias de incertidumbre tienen una extensa tradicion en la teoria de probabilidad, ya que
son las nociones de riesgo e incertidumbre extensamente consideradas por Frank Knight en 1921
(Knight, 1921). La probabilidad subjetiva es una forma de expresar la incertidumbre epistémica como
grado de creencia (en condiciones de conocimiento incompleto).
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Las funciones de posibilidad se presentan como analogas de las funciones de
probabilidad, y se dice que deberian usarse cuando la incertidumbre se origina en la
imprecision de la situacion y no en la aleatoriedad. La imprecision puede ser
directamente cuantitativa o lingiiistica. La primera se trata en la teoria de posibilidad
cuantitativa (de Dubois y Prade), y la segunda (que se denomina vaguedad) se trata
especificamente en la teoria de conjuntos borrosos y de posibilidad (de Zadeh)'”.

La teoria de posibilidad y la teoria de probabilidad son dos formas con las que se
puede reflejar la propagacion de la incertidumbre de las estimaciones, hasta llegar a la
medida resultante (que, en la valuacion, es el flujo de fondos y la tasa de
actualizacion). Entonces, se dice que puede hacerse una representacion borrosa de la
imprecision o una representacion probabilistica de la variacion.

Esta distincion, sin embargo, no es tan nitida como puede parecer en el enunciado.
Las estimaciones con forma probabilistica pueden reflejar tanto la incertidumbre
estrictamente aleatoria como la imprecision por deficiencias de informacion, y
también se pueden expresar asi las estimaciones referidas a acontecimientos que no
son repetitivos en el sentido de disponer de una distribucion de frecuencias'®.

La formalizacion de la teoria de posibilidad y la expansion formal de la teoria de
probabilidad a las situaciones de imprecision se han producido juntas en los ultimos
veinte afios, y pueden verse como un movimiento hacia conceptos y herramientas mas
finos para tratar la incertidumbre.

4. Estimacion puntual del valor de un proyecto

Sea que los importes se estimen con una expresion probabilistica 0 con nlimeros
borrosos, no existen diferencias en la forma en que se realiza la valuacion con el flujo

Sin embargo, el conocimiento es parcial de muchas maneras: por falta de informacion relevante acerca
del pasado, por el modelo con el que se interpreta la informacion para referirse al futuro, por la
complejidad de la situacion, por la imprecision de las medidas de lo que se identifica. Puede verse un
comentario de las consecuencias practicas de las dimensiones de la incertidumbre en Rowe (1994).

'7 Un resumen de estos aspectos puede verse en Dubois (2006).

'8 Recientemente se ha suscitado un debate en torno a este tema, entre una perspectiva definidamente
bayesiana para la evaluacion de riesgo y las otras formas de operar con estimaciones que reflejan
imprecision. Puede verse Aven 2010a; Dubois (2010) y Huber (2010).

"% por ejemplo, se han introducido distinciones para el tratamiento formal de las estimaciones realizadas
mediante intervalos de confianza por uno o varios expertos. En el primer caso (un experto), se puede
operar con esos intervalos mediante la aritmética borrosa, y en el segundo (varios expertos) deberia
operarse con la aritmética de intervalos aleatorios. Puede verse Baudrit y Dubois (2005).

También existen métodos para reunir, en la evaluacion de riesgo, la informacion elaborada con forma
probabilistica y posibilistica. Una explicacion formal puede verse en Baudrit, Dubois y Guyonnet
(2002).
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de fondos actualizado. El resultado no es un valor probabilistico o un valor borroso,
respectivamente, sino que se obtiene lo que la valuacion dice en su nombre, una
estimacion de valor.

Pueden existir estimaciones de valor en un intervalo, pero esto no depende
estrictamente de una u otra forma de expresar la medicion del flujo de fondos.

Un aspecto esencial es el alcance de la tasa de actualizacion que se emplea, y
especificamente la compensacion por riesgo que incluye. La relacion entre el riesgo
del negocio y esta compensacion evoca el tema de la informacion que subyace en la
estimacion del flujo de fondos y en los rendimientos de mercado.

Un defecto de informacién que produce estimaciones muy imprecisas es un
“riesgo” que no estaria compensado en la tasa requerida por usuarios informados. El
grado de diferencia en la base de informacion, sin embargo, no queda mejor reflejado
en estimaciones borrosas en vez de probabilisticas: no se refiere a la imprecision y su
tratamiento, sino a la relacion entre la imprecision de la estimacion del flujo de fondos
y la tasa de actualizacion.

4.1 Valuacion con estimaciones probabilisticas

Con la expresion probabilistica de las estimaciones se determina la distribucion de

probabilidad del flujo de fondos, que se describe con la magnitud esperada E(l?) y
alguna medida de variabilidad (por ejemplo, el desvio estandar). Esto puede reflejar
una medicion mediante simulacion aleatoria o con escenarios.

El valor se calcula actualizando el valor esperado de esos importes periddicos,

E(E) (figuras 7 y 8). Si la tasa de actualizacion se estima de modo puntual®, el valor

€S:
& E(F)
V() = Z —tt Ecuacion 3
im0 (1+k)

20 S S o, o .
La estimacion de la tasa de actualizacion con una distribucion de probabilidad o un intervalo se
considera en el punto 6, como base para una estimacion congruente del valor en un rango o intervalo.
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Figura 7 Valuacion con flujo de fondos simulado
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Figura 8 Valuacion con flujo de fondos en escenarios
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Este valor de la inversion es una estimacion puntual del valor del proyecto o el
negocio, considerando que la incertidumbre acerca del flujo de fondos esta
compensada con la tasa ajustada por riesgo que se emplea.
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De modo preciso, al valuar estimando la distribucion de probabilidad del flujo de
fondos no se obtiene una distribucion de probabilidad del valor de la inversidn, ni un
posible rango del valor, sino una medida estimada puntual del valor. El valor de la
inversion con el flujo de fondos esperado no es un valor esperado.

La incertidumbre que se expresa en las distribuciones de probabilidad de las
variables con las que se estima el flujo de fondos puede implicar que los importes
periddicos se distribuyan en un rango bastante grande. Pero esto no significa que la
estimacion del precio de ese flujo de fondos se realice con un rango de similar
amplitud relativa. Esa variabilidad del flujo de fondos esta compensada por la tasa
ajustada por riesgo, y por eso puede hacerse una afirmacién estrictamente puntual
acerca del valor.

Por ejemplo, si el flujo de fondos se estima en un rango entre $ 40 y $ 100 por
periodo, con un valor esperado de $ 75, y si la tasa que corresponde a ese nivel de
riesgo es 10% anual, la estimacion del valor de un flujo perpetuo de esa magnitud es $
750 (= 75 + 0,10). Justamente por esta caracteristica del valor que se calcula de una
inversion es posible realizar comparaciones del valor de varias alternativas de
inversion.

Decir que el valor (el precio de ese flujo de fondos) puede ser hoy entre $ 400 y $
1.000 no so6lo es erroneo, sino que ademas puede generar perplejidad en el
destinatario, que puede considerar, por la amplitud del rango, que la valuacion
realizada es muy poco informativa.

Parece prudente poner énfasis en este aspecto porque existe una propension, al
calcular el valor con el flujo de fondos que se obtiene mediante simulacion aleatoria, a
referirse al valor esperado y a la variabilidad (desvio estandar) de ese valor, y a
realizar afirmaciones probabilisticas acerca del valor. Esto no es consistente, ni
conceptual ni practicamente, con el uso en la valuacion de una tasa ajustada por
riesgo. En el punto 6 se comentan algunos aspectos de esta practica.

Por la mecénica del célculo (mediante simulacion o aritmética probabilistica, o a
partir del flujo de fondos en escenarios) se puede determinar una distribucion del valor
de la inversion con las distribuciones de los importes periddicos. Pero esto no significa
que el valor se estime en el rango que resulta de esa distribucion.

Si se realiza ese calculo, y se determina una “distribucién de probabilidad del
valor” con la distribucion de los importes periddicos, las afirmaciones probabilisticas
se refieren al flujo de fondos, y so6lo indirectamente al valor. Se puede decir, por
ejemplo, que hay una probabilidad p de que el flujo de fondos tenga una magnitud tal
que el valor (considerando la incertidumbre que se enfrenta y cuyo impacto se refleja

en la tasa k ajustada por riesgo) sea menor que un importe especifico.
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En el ejemplo simplificado, con una estimacion del flujo de fondos en el rango
entre $ 40 y $ 100 por periodo, con un valor esperado de $ 75, y una tasa ajustada por
riesgo de 10%, se puede decir que hay una probabilidad 0,2 de que el valor de ese
flujo de fondos sea menor que $ 500.

Se interpreta de igual manera una afirmacion probabilistica referida a que el valor
actual neto de un proyecto sea negativo.

La misma precaucion se requiere en la interpretacion de las cifras de valor en los
escenarios que se consideran. Para transmitir una dimension distinta del riesgo puede
ser tutil decir que en el “peor” escenario el valor es, como en ese ejemplo, $ 400. Esa
dimensién se refiere al impacto que podria tener, en la situacion de la empresa o del
inversor, el que se manifieste efectivamente un escenario de resultados muy negativos.
Por ejemplo, en tal situacién un proyecto podria comprometer la continuidad de la
empresa, o bien afectar significativamente su estrategia competitiva o financiera. Ese
impacto, que depende de la magnitud del proyecto en relacion con el tamafio de la
empresa, no tiene una relacion directa con la valuacion que se considera aqui, sino que
es un aspecto que interviene en la ponderacion del valor como uno de los elementos de
la decision de inversion.

De todos modos, para que la afirmacion acerca del valor en el peor escenario
tenga la fuerza comunicacional que se pretende es necesario disimular su fundamento
probabilistico.

Por una propiedad matematica (de la suma y la multiplicacion), el valor del
proyecto se puede calcular con el valor en cada escenario ponderado por la
probabilidad de escenarios, o con el flujo de fondos esperado seglin la probabilidad de
los escenarios.

Expresado con la formulacion del apartado 3.2, si el valor esperado del flujo de
fondos, con los importes y las probabilidades de los escenarios, es

- iz
E(F)= Z F (s;) ps, , se cumple que
j=1

t=n E(F ) j=S

Z;‘(1+k)

P tzzn Fi(s;)
i = (1+k)'

f=

El valor en cada escenario (en el lado derecho de la ecuacion) no puede verse de
modo aislado, ya que es tal considerando toda la distribucién de probabilidad de los
escenarios. Y esta distribucion es consistente con la tasa de actualizacion ajustada por
riesgo que se emplea en el célculo.
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4.2 Valuacion con estimaciones borrosas

Con la estimacién del flujo de fondos como numeros borrosos, el valor del
proyecto o el negocio se calcula con la cifra desborrosificada Ft de cada importe F ?

(figura 9). Con una estimacién puntual de la tasa de actualizacion que compensa el
riesgo por las caracteristicas del proyecto o el negocio, el valor se determina:

t=n l’i‘
VO = —t Ecuacién 4
g; (1+k)'

Figura 9 Valuacion con flujo de fondos borroso
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En el apéndice 3 se ejemplifica la valuacion con las estimaciones expresadas con
numeros borrosos. Se plantea el proyecto de inversion EME, cuyas estimaciones se
resumen en numeros triangulares de los importes perioddicos. En ese ejemplo la tasa de
actualizacion también se estima con nimeros triangulares (segiin lo que se explicara
en el punto 5).

Si se desborrosifica tanto el flujo de fondos como la tasa, considerando el
promedio, se obtiene que el valor actual neto es $ 382. También puede pensarse que es
mas representativo considerar que las cifras desborrosificadas son las de maxima
posibilidad (el modo de los nimeros triangulares). Entonces, el valor actual neto se
estima en $ 359.
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La diferencia es equivalente a la que existe al trabajar con el valor esperado o con
el valor modal de una distribucién de probabilidad®'. Si se considera que esas
estimaciones son distribuciones triangulares de probabilidad (en vez de numeros
borrosos), y se realiza un calculo con simulaciéon de Montecarlo, se obtiene un
resultado similar™.

Cuando se consideran explicitamente varias perspectivas de futuro (estados o
escenarios), las estimaciones borrosas del flujo de fondos se realizan para cada
escenario, y se opera con ellas considerando una distribucion de posibilidad de los
escenarios™. Se considera que el importe periddico esperado (en el sentido
probabilistico) es la cifra desborrosificada con la que se calcula el valor.

Para esto, la distribucion de posibilidad se convierte en una distribucion aditiva
equivalente. Por ejemplo, se puede estimar las siguientes posibilidades para los
escenarios que se consideran (del “peor” al “mejor”):

Escenario D C B A
Posibilidad 0,4 0,8 1,0 0,3

Los escenarios “extremos” tienen baja posibilidad, y se considera que uno de los
escenarios intermedios, el B, es de maxima posibilidad. Como la posibilidad es una
medida no aditiva, para operar se estandariza con la suma de las posibilidades (en este
ejemplo, 2,5).

Escenario D C B A
P051b111d.ad 0.16 0,32 0,40 0,12
estandarizada

1 El valor que se calcula con los importes de maxima posibilidad del flujo de fondos borroso puede ser
distinto al que se calcula con el valor esperado de distribuciones de probabilidad con forma similar,
cuando los numeros borrosos y las distribuciones tienen una asimetria marcada. Pueden verse
comentarios en Schjer-Jacobsen (2007).

22 Es necesario recordar que el calculo de intervalos que se aplica para operar con niimeros borrosos
supone correlacion perfecta; por tanto, para obtener resultados similares debe especificarse asi en la
simulacion de Montecarlo. Como la correlacion afecta relativamente poco a las medidas centrales
(media, modo), el supuesto no tiene efectos muy grandes en el resultado. El grado de correlacion influye
en la amplitud de la distribucion de probabilidad (o la amplitud del nimero borroso), y por eso puede
afectar el juicio acerca del riesgo del flujo de fondos.

2 La expresion de posibilidad, y no de probabilidad, de los escenarios que se consideran puede ser una
forma adecuada para esta metodologia de analisis aunque no se realicen estimaciones borrosas del flujo
de fondos. Ha-Duong (2005) muestra la congruencia de esa expresion con el analisis de los “futuros
posibles” de largo plazo, en comparacion con las (formal aunque no semanticamente equivalentes)
estimaciones de probabilidad.
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De modo analogo a lo que se menciona en el apartado 4.1 para la expresion
probabilistica de los escenarios, se puede calcular un valor en cada escenario con el
flujo de fondos desborrosificado de ese escenario. Esto puede ser un recurso
comunicacional para referirse al valor en el peor o en el mejor escenario, pero el
intervalo completo de estos valores no es la expresion de un valor borroso.

Valuacion con flujo de fondos desborrosificado y valor desborrosificado. La
nocidn basica es que el valor que se calcula con una estimacion borrosa del flujo de
fondos no es un numero borroso.

Por las mismas razones mencionadas, no parece correcto determinar un “valor
borroso” a partir del rango completo de los numeros borrosos que se calculan para
representar el flujo de fondos de la inversion o el negocio. Tal proceder no seria
compatible con el uso de una tasa ajustada por riesgo para la valuacion. Insistir en este
aspecto puede parecer exagerado si no fuera porque se ha planteado, en muchos
estudios, que la valuacion de un proyecto de inversion a partir de estimaciones con
nimeros borrosos produce un “valor borroso” (fuzzy net present value). Las
caracteristicas de estas formulaciones se comentan en el apartado 6.2.

Consideremos el proyecto EME (cuyo célculo se explica en el apéndice 3). El
proceder mencionado implicaria informar que el valor actual neto del proyecto esta
entre una cifra negativa de $ 224 y un valor positivo de $ 1.046. El valor de maxima
posibilidad, como se menciono, es $ 359.

Esos extremos de muy baja posibilidad pueden tener algin contenido informativo,
y son equivalentes a determinar el peor y el mejor resultado®. Pero, como informacién
del valor estimado del proyecto, concluir que puede estar entre -224 y 1.046 parece un
rango muy amplio; alguien podria decir que es como informar la temperatura que se
pronostica para el mediodia en una ciudad diciendo que puede estar entre 5°C y 40°C.

No todos los estudios relacionados con las estimaciones borrosas plantean como
resultado final un valor borroso. Por ejemplo, Lin y Lee (2010) desarrollan el calculo
del valor borroso de un proyecto, y usan ese resultado para un indicador
desborrosificado que se pondera con factores estratégicos para obtener un puntaje del
proyecto.

Yao, Chen y Lin (2005), al plantear un modelo para la valuacién con el flujo de
fondos actualizado borroso (fuzzy discounted cash flow, FDCF), consideran

* La amplitud del intervalo puede ser informativa, ya que tiene relaciéon con la imprecision de las
estimaciones del flujo de fondos. Cabe mencionar que los resultados extremos (“peor” y “mejor”) no
son equivalentes a los escenarios extremos: en un caso se refieren a la amplitud de la estimacion con
una perspectiva de futuro, y en el otro a varias perspectivas de futuro. Por eso, en el caso de una
perspectiva la valuacion se realiza con el importe desborrosificado, y en el caso de escenarios con
alguna forma de importe esperado (y no soélo con el escenario de maxima posibilidad).
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explicitamente una “tasa que refleja el riesgo estimado del flujo de fondos” o “tasa de
rendimiento requerido” de los inversores. El modelo que desarrollan obtiene el valor
mediante la desborrosificacion del valor en el periodo de pronostico especifico y valor
de continuacion, los dos componentes que suelen usarse en las valuaciones.

Es decir, calculan el valor como un nimero borroso a partir de los componentes
expresados de esa forma, y este nimero después se desborrosifica. Posiblemente, en la
mayoria de los casos, no existiran diferencias significativas entre este resultado y el
que se plantea aqui: desborrosificar los importes periodicos y con ellos calcular el
valor.

Sin embargo, este ultimo procedimiento presenta ventajas operativas y
comunicacionales. ;Para qué buscar expresiones, a veces bastante complicadas, para
“borrosificar” el valor a partir de un flujo de fondos borroso, si esta “borrosificacion”
no es necesaria cuando se usa una tasa de actualizacion ajustada por riesgo?

4.3 ;Qué riesgo esta compensado en la tasa ajustada por riesgo?

Un aspecto a considerar en la valuacién con una tasa ajustada por riesgo es la
relacion entre la incertidumbre del flujo de fondos y la compensacion en la tasa de
actualizacion. Como la valuacion es una estimacion del precio del flujo de fondos si se
transara en el mercado de titulos, la primera respuesta es que la tasa de actualizacion
compensaria el riesgo sistematico al que esta expuesto el flujo de fondos. Por esto, se
dice que debe considerarse esa compensacion segun la diversificacion accesible en el
mercado de referencia, y la tasa de actualizacidon se estima con el rendimiento de
mercado requerido para ese flujo de fondos.

Para proceder de este modo, la estimacion del flujo de fondos debe reflejar
expectativas acerca de la economia y el sector que sean congruentes con las que se
manifiestan en los precios de los titulos. Este seria el conjunto de informacioén con
respecto al cual son condicionales los rendimientos esperados.

Puede pensarse que ésas son expectativas de consenso, o intersubjetivas, acerca de
las variables econdmicas relevantes y la probabilidad de los estados futuros. Esto no
implica suponer conocimiento completo de la distribucion de probabilidad que, podria
decirse, rige la realizacion de los estados futuros. Se considera que el rendimiento del
mercado de titulos incluye una compensacion por el riesgo de que ocurra uno u otro
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estado, y una compensacion por la ambigiiedad, o conocimiento parcial acerca de la
distribucion de probabilidad de los estados™.

Cuando las estimaciones del flujo de fondos de un proyecto o un negocio se basan
en menos informaciéon que la que podria usarse con un analisis mas cuidadoso, la
imprecision de esas estimaciones posiblemente no esté compensada en la tasa de
rendimiento del mercado. Tal imprecision se puede referir tanto a los factores que se
consideran principalmente sistematicos como a los factores que se relacionan més con
riesgos diversificables.

En ese caso la valuacion seria imprecisa (existiria un rango relativamente amplio
de valor). Pero es dificil determinar de modo cuantitativo ese rango, porque es el
propio juicio el que se basa en informacion excesivamente incompleta. Juzgar la
propia imprecision, en tal situacion, implica saber lo que se manifiesta que no se sabe.

Hay dos consideraciones practicas que disminuyen la importancia de este aspecto
(la amplitud de la imprecision y su relacion con el rendimiento de mercado)

1) Como se ha mencionado, las estimaciones para la valuacion reflejan la opinion
de expertos o analistas, y por eso podria pensarse que no tienen un nivel tan alto
de imprecision.

2) Uno de los aspectos en que se basa la distincién entre incertidumbre aleatoria e
incertidumbre epistémica es que esta ultima puede reducirse mas que la primera
con la obtencidon de mas informacién. En el caso de la incertidumbre aleatoria,
con mas informacién solo puede mejorarse la estimacion de la distribucion de
probabilidad hasta el limite de la variabilidad intrinseca (se mejora la
estimacion de la distribucion de probabilidad). Por eso se afirma que la
evaluacion de la incertidumbre deberia orientarse a determinar hasta qué punto
es recomendable reducir la imprecision con mas informacién (éste es,
podriamos decir, el auténtico analisis de riesgo de una inversion).

En funcién de esto, parece adecuado considerar que las estimaciones referidas al
proyecto o negocio son congruentes con el contenido informativo de la tasa de

» Los estudios acerca del efecto de la ambigiiedad en la valoracion de titulos se refieren a esa

caracteristica también como incertidumbre de modelo (model uncertainty) o incertidumbre knightiana
(porque se considera una situaciéon de desconocimiento de la distribucion de probabilidad, tal como es
la nocién de incertidumbre que empled Frank Knight en 1921).

El tema se ha planteado formalmente desde los afios 1980, con diversos enfoques. Pueden verse
comentarios en Kogan y Wang (2003); Epstein y Schneider (2008); I1zhakian y Benninga (2011).

Un analisis del componente ambigiiedad en el rendimiento del mercado en exceso de la tasa sin riesgo
puede verse en Brenner y Izhakian (2011).
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actualizacion del mercado. Entonces, la tasa que se emplea compensa los riesgos
relevantes, y el valor que se calcula con ella no es una magnitud que quede descripta
con una distribucién de probabilidad o con un nimero borroso. Es, como se ha
comentado, una estimacidon que puede expresarse de modo puntual, o bien en un
intervalo, con las caracteristicas que se mencionan en el punto siguiente. Esta tltima
situacion puede considerarse que es de ignorancia parcial razonable, una
simplificacion consciente que permite enunciar sus propios limites (a diferencia de lo
mencionado antes con respecto a la imprecision).

5. Estimacion del valor en un rango

En la valuacion de proyectos o negocios es frecuente que el resultado se exprese
en un rango o intervalo, con el que se reconoce la imprecision de las estimaciones en
que se basa la cifra estimada de valor.

Si se trabaja con el flujo de fondos esperado y una medida puntual de la tasa de
actualizacion, la forma mas simple (aunque con poco fundamento) es determinar un
rango con una medida estandarizada del posible error en la estimacion: el intervalo se
forma considerando el valor calculado +/- 3%, por ejemplo (o +/- 5%).

Esto implica suponer que las estimaciones son razonablemente ajustadas, ya que
expresan la opinion de expertos en el tema; el rango busca transmitir la nocion de que
hay una imprecision que es irreductible, atin con el trabajo de expertos.

Una forma mas elaborada de expresar la estimacion de valor en un rango se basa
en considerar de modo explicito la imprecision de la estimacion del flujo de fondos y
de la tasa de actualizacion. Ambos aspectos se comentan a continuacion, con
referencia a la expresion probabilistica y a las mediciones borrosas.

5.1 Valuacién con una tasa de actualizaciéon que se estima en un
intervalo o como variable aleatoria

Puede ser adecuado expresar la estimacion de la tasa de actualizacion en un
intervalo, o con una distribucion de probabilidad (también, como se considera en el
apartado 5.3, con un ntimero borroso). Esto reflejaria la incertidumbre acerca de cual
es la tasa de actualizacion que corresponde al riesgo del flujo de fondos estimado. Si
se tienen en cuenta las modalidades mas usuales para estimar la tasa de actualizacion,
que aparezca este tipo de duda es algo bastante razonable.
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En este caso, la estimacion de valor no sera puntual (la “mejor” medida del valor
que puede hacerse con la estimacion que se realiza del flujo de fondos y la tasa de
actualizacion), sino que hay alguna forma de variabilidad en torno al valor esperado.
Es claro que la magnitud de esta variabilidad depende de la incertidumbre acerca de la
tasa, y no de la variabilidad del flujo de fondos (que estd compensada en la tasa de
actualizacion ajustada por riesgo).

La tasa puede expresarse en un intervalo (o, en términos probabilisticos, con una
distribucion uniforme) o con una distribucion de probabilidad de otro tipo (por
ejemplo, triangular)®. La variabilidad, o el rango de estimacion del valor, se expresa
segun la distribucion de la tasa de actualizacion.

Volvamos a considerar el ejemplo simplificado que se comento en el apartado 4.1:
un proyecto con un flujo de fondos entre $ 40 y $§ 100 por aflo, con valor esperado de $
75; con una tasa de actualizacion estimada de 10%, el valor es $ 750. Si la tasa se
estima entre 9,5% y 10,5%, el valor podria medirse en el rango entre $ 714 (= 75 +
0,105)y $ 790 (=75 + 0,095).

El valor esperado y la variabilidad del valor de la inversion se pueden calcular
mediante simulacion probabilistica, actualizando el valor esperado de los importes
periddicos con el factor de actualizacidén seglin una muestra simulada de la tasa para
cada periodo. Con el desvio estandar de esa simulacion del valor se puede expresar un
rango para el valor de la inversion.

El factor de actualizacion del importe de cada periodo se determina acumulando
los factores que resultan de la simulacion de la tasa en cada uno, ya que aunque la
distribucién de la tasa se estime igual en todos los periodos, la simulacion implica una
situacion de tasas distintas en cada periodo. Puede ser practico considerar que las tasas
en cada periodo son estocasticamente independientes; de lo contrario, hay que
reconocer una correlacion serial®’.

Si los parametros de la distribucion de la tasa son un limite inferior y uno superior
(como ocurre con las distribuciones uniforme o triangular), el rango para el valor se
puede aproximar con el valor segiin esos parametros de la tasa de actualizacion.

% Qe puede explicitar la expresion analitica del valor esperado y la variabilidad del factor de
actualizacion, a partir de los parametros de la distribucion de la tasa de actualizacion. Si bien la
actualizacion con el valor esperado de la tasa, 1/E(k), no es igual a la actualizacion con el valor
esperado del factor de actualizacion, E(1/k), para los niveles usuales de tasas la primera es una buena
aproximacion de la operacion correcta. Puede verse Pérez Rodriguez (1997).

7 Analiticamente, de un modo completo se puede trabajar considerando que la tasa es un proceso
aleatorio. Sin embargo, tanto en condiciones de independencia como de correlacion, es mas practico
trabajar directamente con simulacion, ya que el calculo del valor de la inversion en forma analitica (con
los dos primeros momentos de la distribucion del valor, el valor esperado y el desvio estandar) es un
poco complicado.

2
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. ., . . ., . b I
En una estimacion con distribucién uniforme (k*, k), el valor estd entre los

extremos Vib y VEa . Si la distribucion es triangular (k*, k™, k®), también se

expresaria un “valor modal” del wvalor, Vle,

con el parametro modal de la
distribucion.

Entonces, la variabilidad del valor es consecuencia de la incertidumbre acerca de
la tasa de actualizacion que compensa la variabilidad estimada del flujo de fondos,
pero no directamente de esta tltima.

Estas expresiones de valor en intervalos se reducen a una cifra Unica para realizar
comparaciones de valor (cuando se requieren). Para esto se usa la cifra media del

intervalo, o el valor con la estimacion modal de la tasa.

5.2 Reconocimiento probabilistico de la imprecision en la estimacion del
flujo de fondos

Algunas de las estimaciones que se usan en la valuacion se pueden realizar a partir
de un conjunto razonable de evidencia; en ese caso, la expresion probabilistica de las
variables tiene un sentido mds cercano a la denominada incertidumbre aleatoria.

La estimacion de muchas de las variables, sin embargo, se realiza a partir de
informacion menos amplia; las distribuciones de probabilidad de algunas variables, y de
los escenarios, suelen reflejar incertidumbre epistémica, originada en el conocimiento
incompleto de aquello que se estima.

Es razonable pensar que la imprecision es una caracteristica general que tienen las
estimaciones (tanto econdémicas como técnicas) que se usan para la valuacion. En estos
casos, considerar que se puede reflejar ese conocimiento en la estimacion de wuna
distribucion de probabilidad para cada variable puede ser una condicion poco realista.

En los tltimos veinte afios se han formulado varias teorias para representar estas
situaciones de imprecision™. La expresion probabilistica toma alguna forma de intervalo

2 Las probabilidades imprecisas se representan como limites de probabilidad (probability bounds,
distribuciones superior e inferior denominadas P-boxes), intervalos de probabilidad, conjuntos
aleatorios (random sets), nubes (clouds de Neumaier, que combina intervalos y distribuciones), o
funciones de posibilidad.

Puede verse un resumen detallado en Dubois y Prade (2009), y un resumen mas breve en Destercke,
Dubois y Chojnacki (2007).
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para las distribuciones de probabilidad, segun la evidencia disponible o las creencias
subjetivas o de consenso acerca de la situacion®.

El rango de imprecision se puede aproximar mediante simulacion. Una forma
simplificada es obtener la estimacion del flujo de fondos considerando dos conjuntos
de distribuciones de probabilidad de las variables (se podria decir que se consideran
dos “escenarios por imprecision”), y usar el flujo de fondos esperado en cada caso
como limites del intervalo de estimacion.

También se puede aplicar la técnica de simulacion con distribuciones cuyos
parametros se estiman en un intervalo (Kreinovich, Beck, Ferregut, Sanchez, Keller,
Averill y Starks, 2004). Otra forma, mas complicada operativamente, es realizar la
simulacion con distribuciones de probabilidad de los parametros de las distribuciones
de las variables (Hoffman y Hammonds, 1994; Hattis y Burmaster, 1994). Este
tratamiento de la incertidumbre paramétrica se conoce como método de Montecarlo de
segundo orden (Second-order Monte Carlo simulation, SOMCS), y consiste en
simulaciones anidadas, aunque se puede expresar el conjunto como una simulacion de
primer orden.

En lugar de simulacion, se puede considerar la incertidumbre de las variables con
un intervalo de distribuciones (es decir, los parametros se estiman en intervalos), y
calcular los limites de probabilidad (probability bounds). Es el método denominado de
las “cajas de probabilidad” (P-boxes), por la forma grafica que tiene el resultado
(figura 10). El tamano de la “caja” (el intervalo del valor esperado) depende de la
correlacion entre las variables que se consideran®®.

¥ Como se menciono, la probabilidad subjetiva de un hecho se suele definir como el precio de una
apuesta de $ 1 sobre la magnitud de la variable. Al considerar un intervalo de la probabilidad implica
que hay un precio inferior (apostar a favor) y uno superior (apostar en contra) de esa magnitud, y dentro
del intervalo hay indeterminacion de la conducta (por imprecision de la informacion). Esa definicion de
probabilidad subjetiva es, entonces, el caso de precio unico (o precio “justo”) de las apuestas a favor y
en contra.

3% Risk Calc es una herramienta que calcula analiticamente a partir de distribuciones unicas o con
parametros estimados en un rango, y permite considerar la correlacion entre variables. Es una
alternativa a la simulacion aleatoria cuando no se dispone de datos en cantidad suficiente, o cuando
deben reunirse estimaciones de expertos. Los detalles acerca del método pueden verse en Ferson,
Kreinovich, Ginzburg, Myers y Sentz (2003). Puede verse una comparacion de métodos en Ferson y
Ginzburg (1996).
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Figura 10 Limites de probabilidad

1.0 1,0 1,0

Es claro que estas formas mas elaboradas de operar con las estimaciones tienen
sentido si el modelo para obtener el flujo de fondos se formula con varios niveles, y la
imprecision se relaciona con las variables mas basicas (econdémicas o técnicas). En
tales casos, la forma en que se propaga esa incertidumbre hasta los componentes del
flujo de fondos puede ser importante.

Si, por el contrario, el modelo tiene pocos niveles, la medicion probabilistica mas
sofisticada proporciona unicamente una ilusion. Por ejemplo, cuando sélo se estiman
los componentes del flujo de fondos del proyecto o el negocio (ventas, costos,
impuestos, activos y pasivos), se obtienen cifras cuya calidad en poco difiere de una
estimacion directa de intervalos simples.

Con alguna de estas variantes se obtiene el rango de valor esperado del flujo de
fondos, y se calcula un rango de valor del proyecto. Este rango es distinto al rango
completo de la distribuciéon de probabilidad del flujo de fondos (y deberia ser
significativamente menor).

El valor en ese rango se calcula con la tasa ajustada por riesgo. Para interpretar
esto hay que considerar que la tasa compensa el riesgo que se manifiesta en la
distribucion del flujo de fondos, pero no la imprecision en la medida del propio
parametro, el valor esperado del flujo de fondos. Al estimar un intervalo para los
importes peridodicos esperados, se puede pensar que se abre una brecha en la
estimacion, una indeterminacion de origen epistémico que, en la valuacion, no esta
compensada por la tasa de actualizacion que se emplea.

Si ese rango es muy amplio, significa que la informacion disponible no permite
una estimacion muy adecuada del valor. Como esa amplitud se origina en
incertidumbre epistémica, es posible reducirla con mas informaciéon o con mejores
juicios expertos.

35



Ricardo A. Fornero

5.3 Tasa de actualizacion como nuimero borroso e intervalo de valor de
maxima posibilidad

Consideremos el caso en que la tasa de actualizacion se estima como un nimero

borroso (k}?)“. Entonces, el valor que se calcula con el importe periodico

desborrosificado, F,,y esa tasa borrosa, es un niimero borroso.

En el ejemplo que se comenta en el apartado 4.2 (ver apéndice 3) se considera el
proyecto EME, con estimaciones triangulares del flujo de fondos y de la tasa de
actualizacion. Vamos a operar con el flujo de fondos desborrosificado, pero
reconociendo en el valor la imprecision con que se estima la tasa.

Si los importes periodicos se desborrosifican con el promedio, el valor actual neto
se estima entre $ 349 y $ 420, con $ 379 como maxima posibilidad. La estimacion se
expresa como un numero triangular porque la tasa de actualizacion estd medida de ese
modo.

Al considerar como importe periddico el de maxima posibilidad, el VAN es [329,
359, 398]. La diferencia con el céalculo anterior es atribuible a la pequefia asimetria
hacia el extremo superior de los importes en algunos periodos.

El rango de la tasa de actualizacion expresa la imprecision acerca de cual es la tasa
que compensa la incertidumbre del flujo de fondos. Por eso, es razonable operar
explicitamente con la borrosidad de la tasa, pero no con la borrosidad del flujo de
fondos.

En el ejemplo EME se considera que los importes son numeros borrosos
triangulares, y por eso hay una sola cifra de maxima posibilidad. Esto ocurre si todas
las variables primarias con las que se calculan los componentes del flujo de fondos son
numeros triangulares.

Lo mas frecuente es que algunas estimaciones sean rectangulares o trapeciales,
ademas de triangulares (e incluso con otras formas, lineales o no lineales). En estos
casos, los importes peridodicos tienen una forma aproximada trapecial (segiin como se
opere con los a-cortes, ver apéndice 2) y existe un intervalo de maxima posibilidad.

3! La estimacion de la tasa como magnitud borrosa puede hacerse simplemente con estimaciones de los
componentes CAPM con expresiones de intervalos o triangulares a partir de la informacion disponible.
Un modelo de estimacion del rendimiento del mercado y del coeficiente beta a partir de estimaciones
borrosas de expertos acerca de los rendimientos puede verse en Chrysafis (2012).

También puede operarse sobre la informacion de rendimientos de mercado con técnicas borrosas (por
ejemplo, estimar un coeficiente beta borroso mediante regresion borrosa). Algunos comentarios del
tema en Terceflo, Barbera, Vigier y Laumann (2011).
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El valor que se calcula con ese intervalo, y una tasa estimada con forma triangular,
es un numero borroso trapecial.

En el ejemplo ENE (que se desarrolla en el apéndice 3) se expresa la estimacion
del flujo de fondos con numeros trapeciales. Operando con la tasa y el intervalo de
maxima posibilidad de los importes periddicos se obtiene el valor actual neto como
numero borroso [223, 238, 286, 307]. El intervalo de maxima posibilidad del valor
resulta del intervalo del flujo de fondos y la tasa de mdxima posibilidad, y los
extremos ($ 223 y $ 307) estan influidos por los extremos de la tasa.

Figura 11 Valor borroso de dos proyectos

Proyecto EME Proyecto ENE
n Cifras de maxima Cifras desborrosificadas T Cifras de maxima Cifras desborrosificadas
posibilidad con promedio posibilidad con promedio

1,0 4

1,01

N o

N

329 349 359 379 398 420 23 238 286 307
240 257 279

Ese intervalo del valor (entre $ 238 y $ 286) puede interpretarse de modo similar a
lo que resulta de usar para el célculo los limites de probabilidad comentados en el
apartado anterior. Estos limites reflejan la imprecision acerca de la distribucion de
probabilidad mas representativa; como los limites se estiman con dos distribuciones
posibles, el valor esperado de estas distribuciones seria equivalente a los extremos de
maxima posibilidad de los ntimeros borrosos trapeciales.

La conclusion es que, en ambas formas de calcular el valor (con intervalos
probabilisticos o de mdaxima posibilidad), la estimacion expresa el grado de
imprecision de las cifras que se consideran mas representativas del proyecto o negocio
que se valua.

Claramente no es toda la incertidumbre acerca de las cifras del negocio, sino lo
que puede verse como una indeterminacion acerca de las que serian las cifras mas
representativas; es expresar que hay una indeterminacion irreductible en esa valuacion,
por la forma en que se realiza y/o por la informacion disponible.

El intervalo de valor que se calcula es lo mas parecido a un valor auténticamente
borroso. Auténtico en el sentido de que resulta de la brecha, o imprecision central con
que se representa la incertidumbre para la valuacion. Es decir, es un numero borroso
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que no es solo consecuencia de realizar operaciones con las expresiones numéricas
borrosas del flujo de fondos.

Las operaciones que se realizan con los nlimeros borrosos completos del flujo de
fondos son inconsistentes con el uso de una tasa de actualizacion ajustada por riesgo.
Esta inconsistencia existe tanto en la nocion de valor probabilistico como en la nociéon
que se suele proponer de un valor borroso.

6. El valor como valor esperado en un momento futuro

La valuacion es la estimacion del precio que tiene (o tendria si fuera transado) el
flujo de fondos que se considera para un proyecto o negocio. Esa estimacion se suele
referir al precio en el momento presente. En las secciones anteriores se ha considerado
el significado que tiene la estimacion obtenida a partir de medidas probabilisticas o
borrosas del flujo de fondos, con la forma de un estimado puntual o de un rango de
valor.

Se ha enfatizado que, al calcularse con una tasa de actualizacion ajustada por
riesgo, la medida puntual de valor no es un valor esperado (en el sentido
probabilistico). Y que la medida de valor en un rango (o intervalo) resulta de la
imprecision que se reconoce en la estimacion de la tasa de actualizacion o de la
distribucién de probabilidad de los importes periddicos. Pero ese rango no depende de
la distribucion completa de probabilidad de los importes periddicos, ya que el riesgo
que muestran estd compensado, en la valuacion, con la tasa ajustada por riesgo.

En algunos tipos de analisis financiero se usan estimaciones del precio que tendria
un proyecto o negocio en un momento futuro. Un caso es la estimacion del precio, al
final del periodo explicito de prondstico, del flujo de fondos posterior al mismo (es el
denominado valor de continuacién o valor terminal).

Otro caso es la estimacion del precio de un negocio al cabo de un determinado
tiempo, en diferentes estados futuros. Esta medicion se realiza para considerar el
efecto de decisiones que podran tomarse en un momento futuro, segun la
configuracion de los estados y el valor en cada uno. Tipicamente, la valuacion en el
momento presente se basa en alguna forma de reconocer las trayectorias y su
probabilidad, hasta cada momento. Es, de modo genérico, la perspectiva de valor de
las opciones reales, valor que se determina con arbol de decisiones, con programacion
dindmica, o con otros enfoques de valuacion®.

32 Las pespectivas se analizan en Smith y Nau (1995) y Copeland y Antikarov (2001). Los enfoques para
la valuacion se resumen en Fornero (2004).
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El valor estimado en un momento futuro es claramente un valor esperado (con una
distribucion de probabilidad) o caracterizado como un numero borroso. Ese valor se
determina con los importes periddicos estimados para los periodos posteriores al
momento al que se refiere el valor.

Digamos, para concretar la nocion, que el periodo de estimacion explicita que se
considera es tres afios y que el valor al fin de ese lapso se calcula con el flujo de
fondos estimado a partir del afio 4. Esa cifra se determina con la tasa ajustada por
riesgo pertinente, que compensa la incertidumbre que afecta a esos importes
periodicos. Pero el valor asi calculado es, en el momento presente, un valor esperado:
estd influido por la incertidumbre entre este momento y el momento futuro de
referencia (en el ejemplo, el fin del afio 3).

El valor en un momento futuro es un valor esperado no por la incertidumbre
posterior al momento de referencia (que esta compensada con la tasa ajustada por
riesgo que se usa) sino por la incertidumbre que existe entre el presente y el momento
de referencia.

Tal valor (o precio futuro estimado) se considera en el calculo de valor en el
momento presente mediante alguna forma de actualizaciéon que reconoce el riesgo
durante ese lapso. Por ejemplo, el valor de continuacion se introduce en la valuacién
considerando la tasa ajustada por riesgo aplicable al lapso entre el momento presente y
el momento de referencia. Como se ha explicado, es una estimacion puntual del valor
en el momento presente; o bien se expresa en un rango que reconoce la imprecision de
las estimaciones que se emplean.

En el caso de la valuacion de opciones reales, el calculo del valor en el momento
presente se realiza con el valor en los momentos futuros y alguna forma de reconocer
el riesgo en el lapso entre el presente y esos momentos (segun sea el tipo de riesgos
que se estimen, se considera un ajuste en la tasa de actualizacidén o en el flujo de
fondos). Por ejemplo, la posibilidad de realizar una inversion al cabo de dos afios se
evaltia considerando el valor en ese momento, en cada estado (ese valor es una
estimacion del precio en ese momento y ese estado, que puede hacerse con el flujo de
fondos posterior y la tasa ajustada por riesgo pertinente). Con la probabilidad de
estado (o escenario) se determina el valor esperado en el afio 2; segun el modelo que
se considere, para esto pueden usarse probabilidades ajustadas (probabilidad neutral al
riesgo, ver apéndice 1). En ese caso, el valor en el momento presente se calcula con la
tasa sin riesgo como tasa de actualizacion.

Como conclusion, el valor en un momento futuro, como cualquier estimacioén con
esa referencia temporal, es un valor esperado (en el sentido probabilistico) o un valor
borroso (segun la borrosidad de las variables que se consideran hasta ese momento
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futuro). Pero no lo es por las caracteristicas de la estimacion del flujo de fondos en que
se basa ese valor (los importes posteriores al momento de referencia), sino por la
incertidumbre hasta el momento en que comienza ese flujo de fondos estimado. El
caracter de esperado del valor se origina en la incertidumbre acerca de los estados en
el momento futuro de referencia, y no en la incertidumbre de lo que ocurrird después
(ya que eso esta compensado con la tasa ajustada por riesgo).

7. El significado de un valor probabilistico y un valor borroso

7.1 El analisis basado en un valor probabilistico

a) Anadlisis de riesgo con una distribucion de probabilidad del valor

Se suele denominar “andlisis de riesgo de un proyecto de inversion” a la
evaluacion basada explicitamente en una distribucion de probabilidad del valor,
distribucién que se determina a partir de una estimacion probabilistica del flujo de
fondos. Con esa distribucion se calcula, por ejemplo, la “probabilidad de pérdida”
(valor actual neto negativo) (figura 12), y se puede comparar la variabilidad de la
distribucion del valor de dos o mas proyectos (expresado graficamente, seglin la forma
de las distribuciones acumuladas y su posible cruzamiento)™.

Por lo general, en ese tema no se comentan distinciones acerca de la tasa de
actualizacion con la que se calcula el valor que tendria esa distribucion y, también
habitualmente, se usa una tasa ajustada por riesgo.

Sin embargo, cuando se usa una tasa de actualizacion ajustada por riesgo es

incorrecto referirse a un valor esperado del valor de la inversion (\70) y a la
variabilidad de ese valor (el desvio estandar, Gy, ), ambos determinados a partir de la

distribucién de probabilidad del flujo de fondos™. Esta variabilidad del valor no se
puede interpretar de modo claro, porque se ha determinado con una tasa de
actualizacion que compensa la variabilidad del flujo de fondos. Por esto, considerar

que esa variabilidad oy, es un elemento mds en la interpretacion del valor V que se

calcula implicaria que se esta teniendo en cuenta dos veces el riesgo (mediante la tasa

33 Acerca de esto puede verse, por ejemplo, Gotze, Northcott y Schuster (2008).

3 Como se comenta en el punto 5, si la tasa se estima en un intervalo, o con una distribuciéon de
probabilidad, el valor que se calcula tiene una distribucion (de probabilidad o de posibilidad). Los
aspectos que se mencionan en este punto se refieren a la distribucion del flujo de fondos en relacion con
el valor, y por eso son validos para todas las formas de expresar la estimacion de la tasa de
actualizacion: puntual, probabilistica, borrosa.
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ajustada por riesgo y al evaluar la inversion segliin la variabilidad del valor que se
calcula con esa tasa).

Figura 12 Distribucion de valor: Uso incorrecto de las estimaciones probabilisticas

Flujo B
Ventas

Costos

oo |l =

Activos y pasivos ||||

Probabilidad E(VAN)
VAN <0

A fin de que exista consistencia entre el riesgo medido como variabilidad del
valor, y la cuantificacion de éste, se plantea que la distribucion del valor (con los

parametros V, y Gy ) se calcule con la tasa sin riesgo. En este caso, el valor esperado

en esa distribucion (\70) no es una estimacion del precio del flujo de fondos, sino que
el valor realmente se obtiene después, con la evaluacion del riesgo segin la
variabilidad (o )”. Esta es la caracteristica del que se conoce como modelo de
Hillier.

35 . . . N .,
Tal forma de valuar puede verse como una variante distorsionada de la aplicacién a la valuacion del
enfoque media-varianza (o rendimiento-riesgo). En la evaluacion de proyectos de inversion, este
enfoque se basaria en la relacion de rentabilidad y riesgo, considerando la tasa de rentabilidad de cada
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b) Origen y evolucion de la medida de un valor probabilistico

La medida probabilistica del valor se origina en el planteo que inicialmente realizo
Frederick Hillier (Hillier, 1963), que se referia al célculo del valor esperado y la
variabilidad del valor reconociendo algunos tipos de dependencia serial de los
importes periodicos.

En ese contexto, el valor como variable aleatoria (digamos, descripto con valor

esperado y variabilidad, V, y oy ) se obtendria usando una tasa de actualizacion que

no contenga una compensacion por el riesgo del flujo de fondos, es decir, una tasa sin

riesgo, Iy (digamos, Ty si se expresa con una estimacion puntual):

\70 _ t=zn E(Ft)

N Ecuacion 5
=0 (1+1§)

~

Este valor esperado V| se convierte en el valor estimado del flujo de fondos

mediante un equivalente de certidumbre A, de modo que V, =A \70 .

El coeficiente A refleja la preferencia por riesgo (segun la variabilidad de la
distribucion del valor). Se denomina equivalente a certidumbre unico (single certainty
equivalent) para distinguirlo de los coeficientes de equivalencia a certidumbre de los
importes periodicos con los que se puede expresar un flujo de fondos equivalente.

Estos coeficientes resultan de la estimacion de la utilidad que se asigna a importes
inciertos (especificamente, es el importe cierto que se considera equivalente a un
importe sujeto a riesgo, como en una apuesta). Los coeficientes de equivalencia a
certidumbre se usan para describir los resultados de las alternativas en la teoria formal
de decision.

Ademas, la relacion entre la variabilidad del valor oy, (con tasa sin riesgo) y el

coeficiente de equivalencia a certidumbre A que se usa para la valuacion deberia
considerar el efecto de los riesgos diversificables. El desvio estandar del valor es un
indicador de riesgo total (como lo es el desvio estandar de los importes periddicos),
mientras que el valor que se busca calcular es un estimado del valor de mercado del
flujo de fondos. Ese valor, entonces, reflejaria el rendimiento que compensa sélo el
riesgo sistematico pertinente.

proyecto, y la estimacion de valor resulta de una funcion de utilidad frente al riesgo. Sin embargo, la
tasa interna de rentabilidad no es una rentabilidad de mercado, sino una rentabilidad sobre costo.
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Este método de evaluacion de proyectos basado en el valor probabilistico tuvo
difusion académica durante los afios 1960, y se podia encontrar mencionado también
como enfoque de Hillier y Hertz, ya que podia aplicarse con las medidas de la
distribuciéon de probabilidad del valor formuladas inicialmente por Hillier, o bien con
el calculo de esa distribucion mediante simulacidn aleatoria que planted David Hertz
(aunque ¢l no lo aplicod a una distribucion del valor actual, sino de la tasa interna de
rentabilidad)™.

El calculo de un valor probabilistico de modo analitico (al estilo de Hillier, no con
técnicas numéricas, como la simulacion aleatoria) ha sido el objeto de varios modelos
que procuran reflejar situaciones mas complicadas de correlacion entre los importes
periodicos’.

Estos modelos se plantean como base para el tipo de “andlisis de riesgo de
proyectos” que se comenta en el apartado a anterior, y no son claros en cuanto a la tasa
de actualizacion que suponen (ya que se suele hacer una referencia genérica a la “tasa
de actualizacion” o la “tasa de interés”). Puesto que no consideran el uso del factor de
equivalencia A, se infiere que el valor esperado que resulta es una estimacion del
precio, es decir, que se usaria una tasa ajustada por riesgo. Entonces, presentan el
problema de interpretacion de la variabilidad (que puede provocar, en la evaluacion,
una consideracion duplicada de la exposicion al riesgo).

7.2 La medida de un valor supuestamente borroso

La nocion de un valor borroso, calculado a partir de las estimaciones borrosas del
flujo de fondos y de la tasa de actualizacion, comparte con la nocidén de un valor
probabilistico el problema de la interpretacion.

Hay formulaciones de los nimeros borrosos aplicados al calculo de valor actual
desde mediados de los afios 1980. A partir de los afios 1990 se presentan desarrollos
generalizados, que se comentan en este apartado, para calcular un valor (mas
especificamente, un valor actual neto) borroso. Esos desarrollos analiticos parten de
una estimacion borrosa del flujo de fondos y de la tasa de actualizacion, y obtienen

3% Un comentario critico del método de valor probabilistico y equivalente Unico se puede ver en Keeley y
Westerfield (1972).

37 Puede verse un resumen en Carmichael y Balatbat (2008). Cabe mencionar que el tratamiento analitico
de la correlacion (entre los componentes del flujo de fondos en cada periodo, y entre periodos) suele
resultar en formulaciones bastante complicadas, ain realizando supuestos simplificadores. Los modelos
formales se complicarian mucho mas si se quiere obtener soluciones analiticas para las relaciones entre
las variables primarias, que después se manifiestan en los componentes del flujo de fondos. Este
ejercicio analitico-matematico puede evitarse con el uso de técnicas numéricas.
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expresiones formales para calcular el valor borroso. En algunos casos, también se
considera un estimado borroso de la inversion inicial®® y de la vida econdémica de un
proyecto.

a) Una formulacion del denominado “valor borroso”

Chiu y Park (1994) realizan un planteo general para el calculo del valor actual neto
mediante la actualizacion de un flujo de fondos borroso. El resultado es un valor como
un namero borroso, con una funcién de pertenencia no lineal. Proponen un célculo
aproximado como una forma de simplificacion operativa, suponiendo que el valor
actual neto es un numero borroso triangular.

De este modo, se calculan las cifras de valor para los intervalos de pertenencia
extremos (a-corte 0, con el significado de esta nocion que se explica en el apéndice 2),
y el valor con las cifras de maxima posibilidad del flujo de fondos (a-corte 1). El valor
se especifica como el nimero borroso:

Ecuacion 6
VO - [ inf » sup]

Con la estimacion de los componentes del flujo de fondos se obtienen los importes

Py B . o .
periodicos F" como nimeros borrosos. La tasa de actualizacion se estima como un

, B . ,
ntmero borroso k| . Se consideran los extremos de esos numeros borrosos (o = 0) y el

importe de maxima posibilidad (a = 1).
En cada importe periddico, el intervalo de minima posibilidad es

F0.=0 a 0 Fa 0

Fline» Frsupl> ¥ €l importe de méxima posibilidad es F?zl. Se procede del

-1
mismo modo con la tasa de actualizacion: k=0 =[k®, k‘fs‘g)] y k7.

Se calcula el valor en los extremos y para la estimacion de maxima posibilidad:

— (x 0 — o=l — a=0
=y tlnf V. = =y Ft vV _ Sy Ft sup
j= =t 'm j=t sup j=t
t=0 a=0 t=0 a=1 t=0
(1 k_]sup) (1+kj ) (1 k]lnf)

=1 J=1 J=1

8 . . . roe . .y s . .

Si bien en las formulaciones analiticas se refieren a la inversién inicial como el primer, y
aparentemente unico, importe negativo del flujo de fondos, la estimacion borrosa que se plantea puede
extenderse a un lapso mayor para los desembolsos de la inversion al comienzo del proyecto.
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Este calculo es el que se comentd en el apartado 4.2, sefialando que no es
congruente con el uso de una tasa de actualizacion ajustada por riesgo. En el caso del
proyecto EME (que se desarrolla en el apéndice 3) implica decir que el valor actual
neto es un numero borroso entre $ 224 negativo y $ 1.046 (figura 13).

Figura 13 Un ejemplo de VAN borroso correcto e incorrecto

Cifras de maxima
Lot posibilidad

Valor borroso
incorrecto

'd

224 329 359 398 1.046

Al expresar la estimacion de valor de ese modo no se tiene en cuenta que la
imprecision acerca del proyecto o el negocio (que se traduce en niumeros borrosos con
un rango mayor o menor) es parte de lo que se consideraria al estimar un adicional por
riesgo en la tasa de actualizacion. Ese rango del flujo de fondos estd compensado en la
valuacion, y no debe interpretarse como informacion acerca del riesgo del proyecto
que se agrega a la compensacion que esta incluida en la tasa.

Por eso, en definitiva, los calculos de valor con estimaciones borrosas del flujo de
fondos se resumen en la cifra (o el intervalo) de maxima posibilidad. El resultado es
similar a realizar la valuacion con los importes desborrosificados, tal como se explico
en el apartado 4.2.

b) Estudios que se refieren a una medida de “valor borroso”

Los estudios de este tema son realizados, principalmente, por autores que
provienen del 4mbito de aplicacion de las disciplinas matematicas a las decisiones™.
Tal vez por esto no son suficientemente claros en la distincion del efecto que tiene, en
la interpretacion del valor calculado, el uso de una tasa de actualizacion ajustada por
riesgo.

¥ Por ejemplo, hay estudios que consisten en determinar de modo analitico los equivalentes borrosos de
los principales indicadores de una inversion (valor actual neto, tasa interna de rentabilidad, valor futuro
neto, flujo anual equivalente, periodo de recuperacion). Puede verse Kuchta (2000) y Kahraman, Ruan
y Tolga (2002).
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Algunos se refieren a la “tasa de actualizacion” (discount rate), y se podria llegar a
inferir de las cifras en los ejemplos numéricos que estan considerando una tasa
ajustada por riesgo. En otros casos se menciona que la tasa es de costo de capital, por
lo que parecen referirse a una tasa ajustada por riesgo. También se hace referencia a
una “tasa de interés”, y en un caso se dice: “tasa de interés borrosa para representar el
costo de capital de la empresa”.

La distincion, sin embargo, es fundamental para interpretar el valor que se calcula.
Como se comento para el valor probabilistico, la borrosidad del valor (originada en la
borrosidad del flujo de fondos) es una medida relevante de incertidumbre so6lo si los
importes se actualizan con una tasa sin riesgo.

Con ese calculo se obtiene un nimero borroso que representa una dimension del
valor, ya que no incluye explicitamente la compensacion por el riesgo™. El riesgo se
expresaria con una medida del grado de “borrosidad” (analogo a la variabilidad de una
distribucién de probabilidad), y el valor del proyecto o el negocio se calcula
considerando un corrector por borrosidad (analogo del coeficiente de equivalencia a
certidumbre A que se comenta en el apartado 6.1 para la expresion probabilistica).

Por el contrario, el calculo produce directamente un estimado del valor cuando el
riesgo (expresado con la borrosidad o la variabilidad del flujo de fondos) esta
compensado en la valuacion mediante el adicional por riesgo en la tasa de
actualizacion.

Similar aspecto debe considerarse en la version borrosa del “andlisis de riesgo”.
Kahraman y Kaya (2010) desarrollan el calculo de la probabilidad borrosa de que el
valor actual neto de un proyecto sea menor que cero.

Esta es una aplicacion a la valuacion de proyectos de inversion de la medida
posibilistica de la probabilidad (lo que se denomina “posibilidad de la probabilidad”).
Se calculan probabilidades borrosas de determinadas caracteristicas del proyecto a
partir de estimaciones borrosas del flujo de fondos esperado y de su variabilidad
(desvio estandar). Para esto, ellos usan una tasa de actualizacion ajustada por el riesgo
del proyecto.

Sevastjanov, Dimova y Sevastianov (2006) consideran, entre los métodos para
estimar el “riesgo financiero” de un proyecto, una evaluacion de la borrosidad del
valor borroso (fuzziness of the fuzzy value) segin el rango de soporte del niimero
(MNF, measure of non fuzziness).

Gutiérrez Betancur (2006) plantea una expresion del valor borroso mediante el
calculo de un intervalo en el nivel de maxima presuncion (o posibilidad), y en los

%0 Puede verse esta forma de célculo en Duran y Milanesi (2009).
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extremos inferior y superior. El numero borroso del valor de méxima presuncion
puede entenderse como una medida desborrosificada del valor, ya que el intervalo en
ese nivel refleja la borrosidad de los estimados del flujo de fondos y de la tasa de
actualizacion de maxima presuncion. Ese valor de maxima posibilidad puede
interpretarse como un intervalo de valor con el sentido comentado en el apartado 5.3.

Como se ha insistido, un valor borroso con las caracteristicas mencionadas (que
reflejan la nocién de que, como el flujo de fondos se estima con nimeros borrosos, el
valor es un ntimero borroso) produce confusion en la interpretacion.

Esta confusion en algunos casos es mayor al incorporar nociones probabilisticas en
la borrosidad. Por ejemplo, Tsao (2005 y 2012) calcula un valor borroso con la “tasa
de costo de capital” para cada escenario, y con esto determina un valor esperado
borroso y una variabilidad borrosa (varianza y desvio estandar borrosos)*'. Con ambos
obtiene un coeficiente de variacion, que a su vez desborrosifica con un método
complicado (la media de las eliminaciones, mean of removals, método que reconoce
mejor la amplitud de la borrosidad), y con este indicador se realiza la comparacion de
proyectos.

El asunto de la comparacidon entre alternativas tiene también sus variantes. La
mayoria de los estudios comentados apuntan a calcular un valor actual neto como
indicador para la seleccion de proyectos (podria decirse, un valor para la comparacion
de proyectos, y no una valuacioén). Dado que consideran expresiones borrosas de ese
indicador, proponen formas de comparacién que permitan el ordenamiento de los
proyectos para las decisiones de inversion. Para ese ordenamiento se plantea: 1)
alguna variante de desborrosificacion del valor actual neto borroso, o 2) la aplicacién
de algiin método para comparar y ordenar nimeros borrosos ™.

El primer caso, la desborrosificacion del valor, puede verse como un camino mas
complicado para obtener, finalmente, un valor que tendera a ser similar al que se
calcula directamente con el flujo de fondos desborrosificado y la tasa ajustada por
riesgo.

En el segundo caso hay que tener en cuenta que los métodos para comparar
numeros borrosos son formalmente complicados, lo que dificulta la comunicacion, y

*! Para esto considera la probabilidad de cada escenario. Puede resultar curioso que, en un estudio que
enfoca el tratamiento borroso de la estimacion del flujo de fondos, se expresen los escenarios como una
variable aleatoria. Tal como se comento antes, este aspecto es el que parece quedar mas adecuadamente
descripto con una expresion de posibilidad mas que de probabilidad. Sin embargo, una vez realizadas
las estimaciones de posibilidad de escenarios, para realizar operaciones puede convertirse la
distribucion de posibilidad (no aditiva) en una distribucion aditiva (que equivale a la expresion de una
distribucion de probabilidad).
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pueden dar diferentes ordenamientos”. Ademas, con ellos no se obtiene una
estimacion del valor, sino s6lo un orden de los valores borrosos. Es decir, un orden de
los valores de las alternativas que, por lo comentado, estan incorrectamente
expresados como numeros borrosos.

8. Resumen: Imprecision de las estimaciones, imprecision de los
conceptos

La incertidumbre se suele considerar en la valuacién de proyectos o negocios
mediante una tasa de actualizacion ajustada por riesgo. Esta tasa permite valuar con el
flujo de fondos, y éste puede estimarse de modo puntual, explicitamente probabilistico
0 borroso.

La diferencia entre la estimacion puntual y las otras dos es la cantidad de
informaciéon que se transmite acerca del flujo de fondos. La diferencia entre la
estimacion probabilistica y la estimacion borrosa es el modo en que se expresan las
medidas y, especificamente, el modo de interpretar la imprecision de las estimaciones.

Por el tradicional desarrollo de la teoria de probabilidad, en las evaluaciones
economicas la forma mas difundida es la expresion de las estimaciones con
distribuciones de probabilidad. Al expandirse la modalidad de descripciones borrosas
(y la consiguiente teoria de posibilidad) se ha planteado que la expresion posibilistica
es mas adecuada para el tratamiento de la imprecision de las medidas.

La imprecision, sin embargo, puede ser tratada también adecuadamente con el
marco de la probabilidad imprecisa. Se argumenta que, para tratar la imprecision, el
marco de la posibilidad tiene ventajas sobre el marco de la probabilidad. Este
argumento se basa en una asociacion de la probabilidad con la incertidumbre aleatoria
y de la posibilidad con la incertidumbre epistémica (que equivale a la distincion de
riesgo e incertidumbre de Knight).

Pero esta asociacion no es tan nitida como se plantea. Ambos campos se han
desarrollado en los ultimos afios para una mejor descripcion en las situaciones de
incertidumbre (de diverso origen). Para usar una terminologia que se ha difundido con

> Una evaluacion de los resultados de diferentes métodos aplicables al ordenamiento de proyectos de
inversion puede verse en Sorenson y Lavelle (2008).
* Chiu y Park (1994) proponen como base del ordenamiento de proyectos un indicador ponderado. Un

a+m+b

valor como niimero borroso triangular (a, m, b) se resume con +wm- donde w es un

coeficiente que se estima segln la naturaleza y la magnitud del valor m de maxima posibilidad.
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la 16gica borrosa (que se relaciona la teoria de posibilidad), habria que reconocer que
esa distincidn no es crisp sino fuzzy.

Probabilidad y posibilidad son marcos de descripcion bastante proximos, por la
nocién de probabilidad subjetiva como grados de creencia. Los graficos de creencia
(en posibilidad) y las distribuciones subjetivas (en probabilidad) son expresiones de
algin modo coincidentes: el uso practico de las distribuciones de probabilidad las
acerca a las funciones de posibilidad.

De igual manera, se puede considerar que el tratamiento probabilistico mediante
simulacion, cuando hay poca informacién observable para basar las estimaciones, no
difiere mucho de la estimacion con intervalos simples.

Posiblemente la expresion borrosa y posibilistica es un lenguaje adecuado para
muchas estimaciones técnicas y econdmicas, ya que evoca directamente la medida que
se hace a partir de un conocimiento incompleto. En ese sentido, puede ser la base de
las estimaciones para la valuacion de proyectos.

Pero las diferencias no son tan significativas cuando se llega al nivel del modelo
financiero del negocio en el que se basa la valuacion. Tal vez por eso el lenguaje de la
posibilidad y los nimeros borrosos no se ha difundido tanto en el &mbito de valuacion
como ha ocurrido en otros, y sigue siendo un tema de alcance mds bien académico.

A esto puede contribuir la orientacion que se da al tema: se presenta el “valor
borroso” como resultado de un calculo diferente, con expresiones formales muy
especificas (y a veces complicadas).

En este ensayo se ha presentado algo que es exactamente opuesto: para la
valuacion no existen diferencias en la formulacion, sino solo en la forma en que se
llega a la estimacion del flujo de fondos. Se ha insistido en que la nocioén de “valor
borroso” (como la de “valor probabilistico”) contiene una confusion basica, al no
reconocer que la incertidumbre del flujo de fondos estd compensada en la tasa de
actualizacion ajustada por riesgo.

También se han considerado las caracteristicas de un valor borroso auténtico, que
puede determinarse con estimaciones probabilisticas o borrosas. Este valor transmite
explicitamente, cuando se considera necesario, el grado de imprecision de las
estimaciones que se ve como irreductible en un analisis razonablemente informado.

Se puede decir, entonces, que tanto las estimaciones probabilisticas como las
borrosas son modos adecuados de manejar la imprecision de las estimaciones para la
valuacion. Y también que las nociones que se presentan de un “valor probabilistico” y
un “valor borroso” son imprecisas de un modo muy distinto: no se refieren a la
imprecision de las estimaciones, sino que manifiestan imprecision en los conceptos
para la valuacion.

49






Valor de proyectos de inversion con estimaciones...

Apéndice 1: La valuacion y los titulos que son efectiva o
potencialmente transables

El valor de un proyecto o un negocio que genera un flujo de fondos

F=(F,,E,....F.,...,E,), si el derecho a obtener estos importes puede transarse en el

mercado financiero, es la suma (V) del precio, en el momento de la valuacion, de los

titulos equivalentes.

Esta definicion es ampliamente usada porque permite determinar las condiciones
en que el valor es independiente de las preferencias por consumo del decididor. Es
decir, es un valor comun para todos los que compartan la expectativa acerca de F, y no
esta influido por los perfiles de consumo deseados por cada individuo.

El enunciado se conoce como el teorema de separacion de Fisher™, referido al
valor de las inversiones en activos que es reconocido por inversores con diferentes
preferencias temporales por consumo.

a) Si existe certeza acerca de los importes periodicos F que se consideran para el
negocio, y en la fecha de valuacion (digamos, hoy) se pueden transar promesas de
pago para cada importe, el valor de ese flujo de fondos es la suma de los precios de
esos titulos.

Consideremos que q? es el precio hoy de un titulo sin riesgo que paga F, al fin

del periodo t, y nada antes o después; es lo que se conoce como un bono cupon cero
con vencimiento en t. Este precio puede escribirse como un valor actual, con la tasa

.. F
Sin riesgo r .

0 _ Ft
4 (1+1H)!

. F . .
En esta expresion, r, es la tasa equivalente anual vigente en el momento de la

valuacion de un pago tinico dentro de t afos.
El valor del negocio que genera el flujo de fondos F es la suma del valor que
tienen esos titulos equivalentes:

4 Porque el razonamiento es presentado por Irving Fisher en The Theory of Interest (1930).
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t=n F
t

Vo=,

Fat Ecuacion 1.1
im0 (1+17)

La tasa de actualizacion puede considerarse como la equivalente anual de las tasas
anuales acumuladas de los periodos anteriores a t, ya que reflejaria la estructura
temporal de tasas que existe en el momento de la valuacion:

j=t
(+r) = [JA+r1))
j=1

b) En condiciones de incertidumbre los importes futuros F no se conocen.
Consideremos que en tal situacion se pueden enumerar los posibles estados que
afectan al negocio.

“Estado” se refiere a la descripciéon completa de un escenario relevante para el

negocio o la inversion: en el momento t s6lo se materializa uno de los estados s, . El
importe periddico del flujo de fondos se estima para cada estado F, (s;) de cada

periodo t: es un flujo contingente a estados.

Si el mercado de titulos es completo, existe un precio para el titulo que paga un
peso (una unidad monetaria) solo si ocurre cada estado. Estos son titulos puros (o
primitivos), cuyos precios son independientes entre si*. El valor hoy del titulo puro,

qﬂt , es el precio de un peso contingente al estado s, . Es el valor actual de un peso
con certidumbre en el periodo t, si y solo si se materializa el estado s, .

Los importes del flujo de fondos condicionales a cada estado, F, (s,), se valtan

. ~0 ,
con los precios q, en los M, estados s, en cada periodo:

t=n S;=M;

~0
VO = Z Ft (St) qsl Ecuacion 1.2

t=0 s;=1

* Un titulo complejo es aquel que paga un importe distinto de cero al menos en dos estados; en este

sentido, un titulo complejo (que es lo que habitualmente se valla, bajo la forma de titulos en si o
negocios) es un conjunto de titulos puros.
Los titulos puros se denominan también titulos Arrow-Debreu, porque fueron planteados como
encuadre general del reconocimiento del riesgo en las decisiones, en un contexto en el que los riesgos
pueden transarse en los mercados financieros. Las referencias iniciales de este planteo son Arrow
(1964) y Debreu (1959).
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El valor no depende de la preferencia temporal por consumo ni de la confianza que
una persona tenga en la materializacion de cada estado. Se pueden considerar, por
ejemplo, dos personas con diferentes creencias acerca de la materializacion de un
escenario en cada periodo (digamos, una piensa que los escenarios seran los mas
favorables, y la otra piensa que los escenarios seran medios o desfavorables). Ambas

coincidiran en que el valor del negocio es el mismo, V,,. La condicion de esto es que

tengan similar expectativa acerca del importe F en cada escenario (que coincidan en
cuales son los titulos puros equivalentes) y que existan titulos puros para cada
contingencia (que el mercado sea completo).

Esta forma de considerar el valor se denomina enfoque de preferencia tiempo-
estado (time-state preference), y es una generalizacion del teorema de separacion de
Fisher para las situaciones con incertidumbre; por esto, esa proposicion también suele
denominarse separacion de Fisher-Hirshleifer*

En estas condiciones, no es necesario considerar la posibilidad de cada estado
(probabilidad de escenario), ya que esta contenida en el precio de los titulos puros
correspondientes. Sin embargo, para algunos fines se escribe la ecuacion 1.2 con
precios normalizados de estos titulos puros.

Para tal expresion se considera el valor unitario de un bono sin riesgo cup6n cero
con vencimiento en cada periodo. Estos bonos pagan un peso en el periodo t, con
independencia del estado que se materialice; por tanto, su precio hoy debe ser igual a
un conjunto de titulos puros para el periodo t:

q, = Z g%,

(1+rt 5ol

Los precios hoy de los titulos puros se pueden expresar en el periodo t:
A0 _ A0 Fyt . ~0 o, .
Ps, = s, (1+r;) . La magnitud P, es una normalizacién de esos precios, que se

interpreta como una probabilidad neutral al riesgo: tiene la propiedad de una

5 El enfoque de preferencia tiempo-estado fue planteado por Jack Hirshleifer, sobre la base de los

enunciados de Fisher y de las condiciones de Arrow y Debreu acerca de los mercados completos, como
una teoria econdmica de la inversion en condiciones de incertidumbre. La extension del enfoque se
desarrolla en tres ensayos: Hirshleifer (1964, 1965, 1966).
Hirshleifer sefiala: “Al combinar el tratamiento de Fisher de las decisiones segin las preferencias
temporales en condiciones de certidumbre, con la concepcion de Arrow de la eleccion en condiciones
de incertidumbre, se tiene una teoria generalizada en la que los objetos de eleccion son oportunidades
de consumo en fechas alternativas y en estados especificos del mundo (o, diremos, derechos
alternativos tiempo-estado).” (Hirshleifer, 1964:80)
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probabilidad (la suma para todos los estados de cada periodo es igual a 1), y refleja la
probabilidad que se asigna a cada estado en condiciones de indiferencia frente al
riesgo (ya que se relaciona con el titulo puro que corresponde a cada estado, en un
mercado financiero en que se cubren todos los estados).

Sustituyendo en la ecuacion 1.2 se obtiene una expresion del valor a partir del
flujo de fondos esperado en cada periodo:

=M
~0
Z Ps, F (s) Ecuacion 1.3

El flujo de fondos esperado se calcula con la probabilidad neutral al riesgo de cada

estado (f)(;t ); ésta refleja la variabilidad de los estados tal como es evaluada en el

mercado.

El numerador en la ecuacion 1.3 es una expresion del flujo de fondos equivalente a
certidumbre, segun la perspectiva reflejada en los precios de los titulos puros. No es
un equivalente a certidumbre para un decididor (que puede ser distinto del importe
equivalente a certidumbre para otro), sino que refleja la perspectiva intersubjetiva del
mercado.

En los mercados no suelen transarse titulos puros como los mencionados, ya que
lo mas frecuente es que los titulos paguen importes en varios estados. Sin embargo,
esto no implica que los mercados no puedan ser completos: es suficiente que los
titulos puros puedan replicarse mediante carteras de titulos existentes”’.

¢) Consideremos que no esta disponible un titulo puro para cada estado en cada
periodo, y que tampoco se puede replicar cada titulo puro con titulos existentes. Pero
pensemos que si se puede transar un titulo o cartera para el conjunto de resultados en

cada periodo (los importes F, (s,) que se generan en los estados del periodo t). Ese

titulo tiene un precio q(: , y entonces el valor es la suma de los precios de los titulos

con los que puede transarse ahora los importes que se generarian en cada periodo.
En un contexto en el que las expectativas son homogéneas y los inversores son
adversos al riesgo se verificaria la condicion del modelo de valoracion de titulos

47 . . . ., . , .
Los primeros estudios en los que se plantea la estimacion de los precios de los titulos puros a partir del
precio de las opciones se publican en 1978: Breeden y Litzenberger (1978) y Banz y Miller (1978).
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(capital asset pricing model, CAPM) sobre los rendimientos de esos titulos para los
importes de cada periodo.

Si el importe esperado del periodo t esta en funcion de los importes estimados para
cada estado, y la tasa sin riesgo rtF y la tasa de rendimiento del mercado de titulos riw
se expresan como equivalentes anuales, el rendimiento esperado del titulo con precio

0
q; es:

PO = e+l 1B

En esta expresion, 3, es una medida estandarizada del riesgo sistematico de la

cartera de titulos que equivale al conjunto de importes en el periodo t.
Por esto, el precio de esa réplica se puede expresar en funcion del importe
esperado y la tasa que compensa el riesgo sistematico:

o E[F,(s,)]
‘ A+1f +[rM =1 1B

El valor del negocio es la suma de los precios q(i de todos esos titulos o carteras:

t=n
Vo = Z F E[Ftl\gSt)] F t Ecuacion 1.4
im0 (L+ry +[r" =1 1By)

Sin embargo, si hay titulos cuyo flujo de fondos es equivalente al del negocio, y
sus precios son conocidos, no es necesario este calculo, ya que basta con sumar esos
precios para obtener el valor del negocio. La ecuacion 1.4 es so6lo una expresion
formal que muestra el contenido analitico de esa suma.

La ecuacion 1.4 puede expresarse en forma condensada con una tasa ajustada por

riesgo k, , como tasa anual equivalente para el periodo t:
F M __F
k=1 +[r] —1.]B,

j=t

(1+k)' = JJ(+k;)

J=1
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Y entonces

Ecuacion 1.5

_ o E[F,(s))]
‘o Zo (1+k,)"

Por el contrario, si no hay titulos que permitan esa réplica directa, es necesario
estimar cuales serian, hipotéticamente, los precios de esos titulos, si existieran. Esto se
hace con la ecuacién 1.4 (o 1.5), que estd expresada con una tasa de actualizacion
ajustada por riesgo segin CAPM. O bien con la ecuacion 1.3, que esta expresada con
un flujo de fondos equivalente a certidumbre segun probabilidades de mercado (no la
probabilidad real de cada estado), es decir, con un flujo de fondos ajustado por
riesgo™.

En tal situacion, el teorema de separacion de Fisher-Hirshleifer no es el
fundamento del valor que se calcula: no puede considerarse que el valor es,
necesariamente, independiente de las preferencias temporales por consumo y actitud
frente al riesgo de cada decididor.

Esto significa que la valuacion de un flujo de fondos (que se mide de modo que
muestre razonablemente el posible desempefio del negocio) es una estimacion del
precio que podrian tener esos titulos equivalentes, si se transaran. Y so6lo en este
sentido se dice que la valuacion no es, necesariamente, la determinacion de una
medida de valor que es valida para las decisiones de todos los inversores (aunque trata
de aproximar un niamero que lo sea).

d) El gjuste por riesgo del flujo de fondos o de la tasa de actualizacion. La
ecuacion 1.3 es una expresion del ajuste por riesgo del flujo de fondos realizado con
probabilidades de mercado.

La especificacion del flujo de fondos ajustado por riesgo se origina en la nocion
de un importe equivalente a certidumbre, que se introduce en la economia y en la
teoria formal de decision en los afios 1940. A principios de los afios 1950, tanto
Kenneth Arrow como Friedrich y Vera Lutz se refieren a los equivalentes a
certidumbre para considerar las decisiones en condiciones de riesgo.

En ese contexto se considera que los importes equivalentes a certidumbre se miden
segun la funcion de utilidad, que refleja la actitud frente al riesgo del destinatario de la

48 . . . . . . .
Las nociones de riesgo con un precio en el mercado financiero y de riesgo privado, que no tiene un
precio identificable en el mercado, se usa también para la valuacion de la flexibilidad de los negocios.
Puede verse una sintesis en Fornero (2004).
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valuacion. Se sustituye el flujo de fondos INSE(F ,E,...,E,...,E) por un flujo de

importes equivalentes a certidumbre, F°°, que se actualiza con la tasa sin riesgo.

t=n Ffe

Vo=,

0 (1+ rtF)t

Entonces, V, es el valor para ese decididor, y no el precio de mercado del flujo de

fondos.
El importe equivalente a certidumbre se suele expresar con un coeficiente de

equivalencia a certidumbre, ce, , de modo que F¢® =ce, E(F,).

t=n
VO = Z i(ftt) Ecuacion 1.6
o (L+r1y)

La valuaciéon en condiciones de mercado puede interpretarse que refleja una
probabilidad ajustada de los estados o escenarios (Myers, 1968; Samuelson y Merton,
1969). Este “ajuste”, cuando hay aversion al riesgo, implica un aumento de la
probabilidad de los resultados desfavorables y una disminucion de la probabilidad de
los favorables, y esto es lo que después se conoce como valuacion con probabilidades
neutrales al riesgo.

Si el fluyjo de fondos esperado se actualiza con una tasa que representa el
rendimiento de los titulos segun los precios en condiciones de equilibrio del mercado
de capital, el valor que se mide es también el precio de mercado del flujo de fondos
incierto. Se dice que la valuacion se realiza con una tasa ajustada por riesgo.

La precision de esa estimacion del precio depende de como se estimen los
componentes CAPM: el adicional por riesgo del mercado y la covariabilidad de los
importes periddicos con el rendimiento del mercado de titulos (coeficiente 3 con el

mercado) (Myers y Turnbull, 1977).

La consistencia entre las formulaciones segin las ecuaciones 1.5 (tasa ajustada por
riesgo) y 1.6 (flujo de fondos ajustado por riesgo) requiere que el impacto de la
incertidumbre que se considera en la valuacion tenga una forma temporal especifica.
En una situacion multiperiddica no pueden existir, simultdneamente, una tasa ajustada

. . r . . F F
por riesgo constante, kt =k, una tasa de interés sin riesgo constante, r, =r ,yun
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coeficiente de equivalencia constante, ce, =ce (Robichek y Myers, 1965). Las

magnitudes de mercado (sean probabilidades o rendimientos) deberian reflejar esa
congruencia.
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Apéndice 2: Numeros borrosos y operaciones aritméticas

a) Los numeros borrosos mds usuales

Se define que un nimero borroso es un subconjunto de los nimeros reales con una
funcién de pertenencia (o membresia, membership function) que es una imagen
(mapeo) continuo de la linea real en el intervalo [0,1]. Esa funcién se puede considerar
una funcion de posibilidad: la maxima posibilidad es 1 (que no equivale a
certidumbre, como es el caso en una expresion probabilistica).

Un numero borroso puede tener distintas formas, segin las caracteristicas de la
imprecision que refleja, y la funcion de pertenencia puede ser lineal o no lineal. Las
funciones lineales triangular y trapecial son faciles de interpretar, y por eso son las de
uso mas difundido en las estimaciones econémicas y de negocios.

Un nimero borroso triangular (que se suele abreviar NBT, o TFN, triangular fuzzy
number) se especifica como [a, m, b], donde a y b son los limites inferior y superior, y
m es el valor de maxima posibilidad (o presuncion). La funcion de pertenencia es cero
para cualquier nimero fuera de los extremos a y b, y es creciente entre a y m y
decreciente entre m y d. Es decir, a <m < b. Por ejemplo, la tasa de actualizacion se

estima entre 9% y 11%, y la que se considera mas posible es 10%.
Formalmente, la funcion de pertenencia de un niimero borroso triangular A es:

p

X—a
para a<x<
m-a
1 para X =m
fA(:<
b-x
para m<x <
b-m
\ 0 los demas

En la figura 2.1 se muestran nimeros borrosos triangulares; el eje horizontal es la
magnitud de la variable, y el eje vertical es la posibilidad o presuncion (entre 0 y 1).
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Figura 2.1 Numeros borrosos triangulares

10t 1ot

Un namero borroso trapecial (que se suele abreviar NBTp, o TpFN) se especifica
como [a, m, n, b], con a<m=n<b; ayb son los limites inferior y superior, y los
valores de maxima posibilidad estan en el intervalo m, n. La funcion de pertenencia de
un numero trapecial B se especifica como proporcional creciente entre a y m, y
proporcional decreciente entre n 'y b:

( X —a
para a<x<
m-—a
. 1 ara m<x<
NG P
b-x
para n<x <
b—-n
\ 0 los demas

La figura 2.2 muestra representaciones de numeros borrosos trapeciales.

Figura 2.2 Numeros borrosos trapeciales
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Un intervalo simple es [a, b] y un nimero preciso es [a]. Las estimaciones,
entonces, se pueden expresar con un nimero preciso, un intervalo de confianza, una
tripleta de confianza o un cuadruplo de confianza.

Hay formas lineales con cinco parametros [a, c, m, d, b] que, si es el caso,
permiten una mejor especificacion de las variables. La figura 2.3 muestra dos
configuraciones, y su comparacion con un nimero borroso triangular.

b) Los intervalos a-cortes

Un numero borroso se describe mediante intervalos con los denominados a-cortes
(a-cuts), que son intervalos simples con posibilidad de ocurrencia o. La posibilidad se
expresa entre 0 y 1, y entonces el intervalo con posibilidad 0,5 sera mas amplio que el
intervalo con posibilidad 0,75 y mas estrecho que el intervalo con posibilidad 0,25.

, . o _ o o
Un o-corte de un numero borroso A se designa como A™ =[Aj,, Ag,].

También se suele usar la notacion A* =[A“, A®]. La figura 2.4 muestra o-cortes de

un numero triangular. Un nimero borroso, entonces, se puede ver como un conjunto
de intervalos anidados.
Si A es un nimero borroso triangular NBT [a, m, b], el intervalo se calcula:

Al =a+a(m—a)

Ag,=b—a(b-m)

Figura 2.3 Numeros borrosos con cinco parametros
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Al comparar las formas de T
cinco parametros con la forma LOT
triangular, se observa que las
diferencias estan en la
“cintura” de cada funcion: de
adentro hacia afuera, es algo
parecido a la figura corporal a
los 15 afios, a los 25 aflos y a
los 40 afios.

Figura 2.4 Ejemplo de a-cortes de un nimero borroso triangular

7T
1,0T
a —corte 0,6
0,6 T | |
: : a —corte 0,3
1 1
1 1
03T | 1 | 1 |
1 ! 1 ! 1
1 ! 1 ! 1
0 1 ! 1 ! 1

AO AO,S A0,6 AI,O XO,6 XOJ KO

Por ejemplo, el volumen de ventas se estima [300, 450, 550]. Los intervalos para
los cortes de posibilidad son [300 + 150, 550 — 100 & |. Para a.= 0,5, el intervalo es
[375, 500].

Los extremos del intervalo del a-corte de un nimero borroso trapecial NBTp [a,
m, n, b] se calculan considerando los valores m y n del intervalo de maxima
posibilidad:

Al =a+a(m—a)

Agp = b—oa(b-n)

Los a-cortes se pueden considerar como escalas semanticas con una determinada
cantidad de niveles. Por ejemplo, de tres niveles (ternaria), de cinco niveles (pentaria),
de once niveles (endecadaria), que se detallan en el cuadro 2.1.
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Cuadro 2.1 Algunas escalas semanticas

Escala ternaria Escala endecadaria
0 Posibilidad extremadamente baja 0 Posibilidad extremadamente baja
0,5 Posibilidad media o indeterminado 0,1 Muy baja posibilidad
1 Maxima posibilidad 0,2 Baja posibilidad
0,3 Bastante poco posible
Escala pentaria 0,4 Poco posible
0 Posibilidad extremadamente baja 0,5 Posibilidad media o indeterminado
0,25 Baja posibilidad 0,6 Mas o menos posible
0,5 Posibilidad media o indeterminado 0,7 Bastante posible
0,75 Alta posibilidad 0,8 Muy posible
1 Maxima posibilidad 0,9 Altamente posible
1 Maéxima posibilidad

El extremo inferior (0) puede verse como imposible (en logica, la proposicion es
falsa). Sin embargo, en las estimaciones de posibilidad representa la creencia de que
es un valor “practicamente imposible”, aunque tiene algo de posibilidad (y por eso se
lo considera): implica decir que es estrictamente imposible un valor menor que ése.

Lo mismo se considera con el extremo superior (1): es la maxima posibilidad (en
logica, la proposicion es verdadera), pero no implica certidumbre sino maxima
confianza de que ése es el valor que se observara. El punto medio, 0,5, es de
indeterminacion (en logica, equivale a decir “ni verdadero ni falso”).

Cuando se usan nimeros borrosos triangulares o trapeciales, las escalas de tres o
cinco niveles son suficientes para reflejar el comportamiento en los intervalos con a-
cortes: por ejemplo, a =0, = 0,5, a = 1.

Si se estiman numeros borrosos con mas parametros, o no lineales, o bien el
nimero borroso resultante de operaciones puede tener una figura que no es
definidamente triangular o trapecial, es conveniente que la descripcion con a-cortes se
haga con una escala endecadaria. Por esto, una de las desventajas de la aritmética
borrosa es que los a-cortes significativos puede que no sean los mismos en todas las
variables.
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¢) Operaciones con a-cortes

Las operaciones con numeros borrosos (suma, sustraccion, multiplicacion,
divisién, inversa y cambio de signo) se pueden realizar con a-cortes, aplicando la
aritmética de intervalos. Es una forma sencilla de operar con niimeros borrosos.

Si se tienen dos numeros borrosos positivos (el extremo inferior es mayor que
cero), A y B, las operaciones con los a-cortes A% =[Af;, Sup] y

_[B

inf s sup] son las que se detallan en el cuadro 2.2.

Cuadro 2.2 Operaciones con a-cortes

Suma de los niimeros borrosos Ay B (A + B)a = [Ai(;f +B 1nf , Aa + Bgup]
Suma de un numero preciso z y un niimero o

borroso A (z+A)* =[z+A5;, z+ Agp]
Sustraccion de los ntimeros borrosos A y B (A — B)a = [A](f1 — B‘;lp , A;Llp - Bi(jlf ]
Sustraccion de un numero borroso A de un

nimero preciso z (z— A) =lz- ASUP » 2~ Amf
Multiplicacion de los ntimeros borrosos A y B (A ® B)a = [Aglf 1nf , Aa B::lp]
Multiplicacion de un numero preciso z y un _ o

niimero borroso A (z® A) =[z Amf ) Z Asup]

Division de los numeros borrosos A y B (A -+ B)(x = [ Bg;p . A:L Bmf
Inversa de un nimero borroso A (A ) = [(Asup )7 (Afe)” ]

Cambio de signo de un numero borroso —-A% = [ Asup , Amf

Una caracteristica de las operaciones con intervalos es que la multiplicacion y la
division no son distributivas. Por esto, para obtener un resultado que es una funcion de
varias variables estimadas debe formarse un modelo de calculo en el que no se aplique
esa propiedad (es decir, formular un modelo en el que cada variable intervenga solo
una vez). De lo contrario, la amplitud del intervalo aumenta, ya que se “agrega”
incertidumbre cada vez que se considera la variable (por el supuesto de correlacion
completa que existe en el calculo con intervalos).

Las operaciones se pueden realizar también con un calculador de intervalos con
los a-cortes (como Interval Solver), y asi se forman los nlimeros borrosos que sea de
interés comunicar. Cuando hay varios posibles intervalos seglin sea el modo en que se
especifica el modelo, el calculador considera que la mejor medicion es el intervalo
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mas pequefio; esto se denomina optimizacion de los célculos con intervalos, y su uso
es recomendable en los modelos complejos, con funciones que relacionan unas
variables con otras.

d) Ejemplo de operaciones con intervalos

Consideremos un ejemplo de medicion de la ganancia operativa. Las estimaciones
para el primer afio se muestran en el cuadro 2.3, panel A, expresadas como niimeros
borrosos triangulares (precio de venta, costo variable unitario, tasa efectiva de
impuesto a las ganancias y tasa de inflacion) y trapeciales (volumen de ventas y costos
fijos). Las cifras monetarias se estiman en moneda corriente de ese afio.

En el panel B se muestra el detalle de los intervalos de las variables para las
operaciones (a-cortes en 0, 0,5 y 1).

Para calcular la ganancia en moneda inicial se aplica la siguiente ecuacion:

. 1
GOp=[Vn (pv—cv) - Cf](1-ig) (— )
1+ inf
El resultado se muestra en el cuadro 2.4 y la figura 2.5. La ganancia operativa
estimada es un nimero borroso trapecial: GOp = [1.365, 2.158, 2.363, 3.554].

Cuadro 2.3 Estimaciones para la proyeccion de la ganancia borrosa
A. Estimaciones

Volumen de ventas Vn = [350, 400, 430, 500]
Precio de venta pv=1[17,18, 19]

Costo variable unitario cv=1[6,7,8]

Costos fijos operativos Cf=[650, 680, 700, 750]
Tasa efectiva impuesto a las ganancias ig = [35%, 37%, 38%]
Tasa de inflacion inf=[7%, 8%, 9%]

B. a-cortes de las variables

a Vn pv cv Cf ig inf

0 350 500 17,0 | 19,0 6,0 8,0 650 750 | 0,35 10,380 | 0,070 0,090
0,5 375 465 17,5 | 18,5 6,5 7,5 665 725 | 0,36 | 0,375 0,075 0,085
1 400 430 18,0 [ 18,0 7,0 7,0 680 700 | 0,37 |0,370 | 0,080 0,080

Factor de
o 1-ig deflactaciéon 1 +~
(1+inf)

0 0,6200 | 0,6500 0,9174 0,9346
0,5 | 0,6250 | 0,6400 0,9217 0,9302
1 0,6300 | 0,6300 0,9259 0,9259

65



Ricardo A. Fornero

Cuadro 2.4 Estimacion correcta de la ganancia borrosa

Margen de Ganancia antes
o pv—cv sen o Costo fijo ;
contribucion de impuesto
0 9 13 3.150 6.500 650 750 2.400 5.850
0,5 10 12 3.750 5.580 665 725 3.025 4915
1 11 11 4.400 4.400 680 700 3.700 4.050
Ganancia des
Ganancia desp ) P
a . imp moneda
impuesto ..
inicial
0 1.488 3.803 1.365 3.554
0,5 1.891 3.146 1.743 2.926
1 2.331 2.552 2.158 2.363
Figura 2.5 Ejemplo: Ganancia estimada
T
10+
1365 2158 2363 3554

Con fines comparativos, en el cuadro 2.5 se muestra el resultado si la ganancia en
moneda inicial se calcula con un modelo que distribuye una multiplicacion:

GOp=(Vn pv—Vn cv —Cf) (1 -ig) (;)
1+inf

El resultado es que la ganancia operativa en moneda inicial es un niimero borroso
trapecial con un rango mucho mayor que el determinado antes: GOp = [683, 2.036,
2.485, 4.100]. Y también es mas amplio el intervalo de maxima posibilidad: 2.036,
2.485, frente a 2.158, 2363.

Y se obtiene otro intervalo si la ganancia se calcula:
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GOp= Vnpv(l—lg)( ) Vncv(l—lg)( ) Cf(l—lg)( lnf)

Al realizar mas distribuciones de la multiplicacion, el intervalo es aun mas amplio,
GOp =[499, 2.036, 2.485, 4.207], como se observa en la figura 2.6.

Cuadro 2.5 Una estimacion incorrecta de la ganancia borrosa

. Ganancia antes de
a Ventas Costo variable Costo total .
impuesto

0 5.950,0 9.500,0 2.100,0 4.000,0 2.750,0 4.750,0 1.200,0 6750,0
0,5 6.562,5 8.602,5 24375 3.487,5 3.102,5 4.212,5 2.350,0 5.500,0
1 7.200,0 7.740,0 2.800,0 3.010,0 3.480,0 3.710,0 3.490,0 4.260,0

. Ganancia des,
Ganancia desp P

a . imp moneda
impuesto ...
inicial
0 744 4.387 683 4.100

0,5 1.469 3.520 1.354 3.274
1 2.199 2.684 2.036 2.485

Figura 2.6 Ejemplo: Ganancia estimada, medidas incorrectas

683 2036 2485 4100
499 2036 2485 4207

Estas son estimaciones incorrectas de la magnitud (en este caso, la ganancia)
porque se realizan considerando varias veces el intervalo de una o mas variables. En
términos borrosos, tal forma de operar agrega borrosidad a la magnitud resultante: ésta
se determina con una borrosidad mayor que la que surge de la borrosidad de las
variables.
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Apéndice 3: Ejemplos de calculo de valor con nimeros borrosos

Ejemplo EME

Se considera que las estimaciones de los componentes del flujo de fondos del
proyecto EME finalmente se expresan como niimeros borrosos triangulares [a, m, b]
(cuadro 3.1).

Cuadro 3.1 Flujo de fondos

Maxima

. | Extremo . Extremo | Importe

Aiio | . posibilidad . .
inferior a superior b | promedio
m

0 -550 -500 -450 -500,0

1 -100 100 200 66,7

2 300 450 650 466,7

3 -200 -100 150 -50,0

4 500 700 900 700,0

La tasa de actualizacion ajustada por riesgo de cada periodo se estima como
numeros borrosos triangulares (cuadro 3.2).

Cuadro 3.2 Tasa de actualizacion

. Factor de actualizacion
Extremo Maxima Extremo Tasa Del d
Aiio | posibilidad , * | Delatasa |D¢'0150 1€
inferior a superior b | promedio . mdxima
m promedio iy ere
posibilidad
0 1,0000 1,0000
1 9,00% 10,00% 11,00% 10,00% 0,9091 0,9091
2 9,00% 10,00% 11,00% 10,00% 0,8264 0,8264
3 8,00% 11,00% 13,00% 10,67% 0,7468 0,7445
4 8,00% 11,00% 13,00% 10,67% 0,6748 0,6708

En la figura 3.1 se muestran graficamente las estimaciones del flujo de fondos y la
tasa de actualizacion.
Se puede hacer una estimacion puntual del valor actual neto de este proyecto:

1) Con el importe periddico desborrosificado segun el promedio de los
parametros y la tasa de actualizacion también desborrosificada con el
promedio:
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2) Con la cifra de maxima posibilidad del importe peridodico y la tasa de
actualizacion de méxima posibilidad

En el cuadro 3.3 se muestran los resultados con las dos alternativas de
desborrosificacion.

Figura 3.1 Estimaciones Proyecto EME

T Flujo de fondos Tasa de actualizacion
1o Inicial
T -550-500 -450
1o Ao 1
T -100 100 200 9% 10% 11%
10 Afio 2 A
T 300 450 650 9% 10% 11%
Aiio 3
10 /\
-200  -100 150 8% 1%  13%
b
1.0 Afio 4 /\
500 700 900 8% 1% 13%
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Cuadro 3.3 Valor con flujo y tasa desborrosificados

. . Valor con importes de maxima
Valor con importes promedio o
posibilidad
Factor de Factor de
. . Valor . Valor
Ao | Importe | actualiza Importe | actualiza
., actual ., actual
cion cion
0 -500,0 1,0000 -500 -500 1,0000 -500
1 66,7 0,9091 61 100 0,9091 91
2 466,7 0,8264 386 450 0,8264 372
3 -50,0 0,7468 -37 -100 0,7445 -74
4 700,0 0,6748 472 700 0,6708 470
Valor actual neto 382 359

La diferencia que se observa entre las cifras de valor segiin una u otra forma de
desborrosificacion se origina en la asimetria de los ntimeros borrosos de los importes
periddicos y de la tasa de actualizacion.

También se puede medir el valor en el rango determinado por la tasa de
actualizacion, y el flujo de fondos desborrosificado:

1) Con el importe periddico promedio
2) Con el importe periddico de maxima posibilidad

Esta es una medida de valor auténticamente borroso, que se origina en la
imprecision en la estimacion de la tasa de actualizacion.

El factor de actualizacion borroso, considerando los nimeros borrosos de la tasa
de actualizacion en cada periodo, se muestra en el cuadro 3.4.

Cuadro 3.4 Factor de actualizacion borroso

Tasa de
Aiio .Ex.tre.zmo mdxima Extrcjmo
inferior a posibilidad superior b
0 1,0000 1,0000 1,0000
1 0,9009 0,9091 0,9174
2 0,8116 0,8264 0,8417
3 0,7182 0,7445 0,7793
4 0,6356 0,6708 0,7216
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Cabe mencionar que la actualizacion es una division; como se explica en el
apéndice 2, la divisién (o la inversa, que es el caso del factor de actualizacion) se hace
cambiando los extremos del numero. De este modo, los parametros del nimero
borroso resultante quedan ordenados en forma creciente.

En el cuadro 3.5 se muestra el valor determinado con las dos alternativas de
desborrosificacion del flujo de fondos que se consideran.

Cuadro 3.5 Valor borroso “auténtico”

Valor con flujo de fondos Valor con flujo de fondos de
promedio mdaxima posibilidad
Aiio ‘Extr?mo i{:fnf: Extre‘mo .Extrfmo ZZZIZZ Extre.mo
inferior a posibilidad superior b | inferior a posibilidad superior b

0 -500 -500 -500 -500 -500 -500

1 61 61 61 91 91 92

2 379 386 393 365 372 379

3 -36 -37 -39 =72 -74 -78

4 445 469 505 445 470 505
VAN 349 379 420 329 359 398
Prom 383 362

El calculo se realiza con los extremos de la tasa de actualizacion (equivale a
considerar corte con o = 0) y las cifras de maxima posibilidad con el corte o = 1 de la
tasa (se obtiene la misma cifra que en el calculo de un valor puntual).

Se puede decir que, con la estimacion del flujo de fondos de maxima posibilidad,
el valor actual neto esta entre $ 329 y $ 398, y la cifra de maxima posibilidad es $ 359.

El valor es un ntimero borroso triangular porque la tasa de actualizacion se estima
de esa forma. El promedio de los parametros de estos niumeros borrosos se aproxima
con el valor que se calcula con las cifras desborrosificadas de las tasas (con el
promedio o la tasa de maxima posibilidad), segun el cuadro 3.3: $ 383 frente a $ 382
con el promedio de los importes periddicos, y § 362 frente a $ 359 con los importes de
maxima posibilidad.

En una situacion diferente, si la tasa se estimara en un intervalo simple (a, b), el
valor seria también un intervalo simple (que se interpreta como el de méxima
posibilidad).

En la figura 3.2 se muestran las dos estimaciones del valor actual neto borroso del
proyecto EME.
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Figura 3.2 Valor actual neto borroso Proyecto EME

Cifras de maxima Cifras desborrosificadas
posibilidad con promedio

N e

329 349 359 379 398 420

Finalmente, una aplicacion incorrecta de la valuacion con una tasa ajustada por
riesgo con estimaciones borrosas informaria un rango de valor considerando toda la
amplitud de la estimacion de las cifras periddicas.

Con los ntimeros triangulares de los importes periddicos (cuadro 3.1) y de la tasa
de actualizacion (cuadro 3.2) se calcula el valor actual neto como un nimero borroso
con extremo inferior negativo en $ 224 y un extremo superior de $ 1.046 (cuadro 3.6).
También en este caso, los pardmetros de ese nimero borroso se obtienen calculando
los extremos (o = 0) y el modo (o= 1).

Cuadro 3.6 Valor borroso incorrecto

Cifra de
Aiio .Extr?mo mafx ima Extrcimo
inferior a posibilidad superior b

0 -550 -500 -450

1 91 91 183

2 243 372 547

3 -144 -74 117

4 318 470 649
VAN -224 359 1.046
Prom 394

En estos resultados se observa plenamente el efecto del supuesto de correlacion
completa que tienen los célculos con intervalos: los extremos se forman con las
estimaciones “peores” y “mejores”. En el extremo inferior, la mayor inversion y los
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menores importes positivos, y la tasa mas alta; en el extremo superior, la menor
inversion y los mayores importes positivos, y la tasa mas baja.

Una observacion operativa: dado que las cifras del flujo de fondos pueden ser
positivas o negativas, en la estimacion que se muestra en el cuadro 3.1 los pardmetros
estan ordenados con su signo de modo estrictamente creciente. Asi se opera como si
fueran sumas (en el apéndice 2 se explica que la resta en los calculos con intervalos se
hace cambiando los extremos cuando el niumero que se resta estd expresado con
magnitudes positivas, ordenadas también de modo creciente).

En la figura 3.3 se muestran los valores borrosos calculados: las cifras
correctamente borrosas (3.5) y las incorrectas (cuadro 3.6). Es claro que el rango de
estimacion del valor con el célculo incorrecto tiene poco significado, teniendo en
cuenta que la amplitud de los posibles resultados del proyecto en cada afio se
compensa, en la valuacion, con el adicional por riesgo en la tasa de actualizacion.

Figura 3.3 Valor borroso correcto e incorrecto Proyecto EME

T Cifras de maxima
posibilidad

Valor borroso
incorrecto

4

-224 329 359 398 1.046

Ejemplo ENE

Se considera que las estimaciones de los componentes del flujo de fondos del
proyecto ENE se expresan finalmente como nimeros borrosos trapeciales [a, m, n, b]
(cuadro 3.7).

73



Ricardo A. Fornero

Cuadro 3.7 Flujo de fondos

Intervalo de maxima
Aiio Extremo posibilidad Extremo Importe
inferior a . p superior b | promedio
0 -250 -230 -220 -210 -227.,5
1 30 50 55 70 51,3
2 110 145 150 190 148,8
3 130 200 220 260 202,5
4 150 230 250 350 245,0

Se estima la tasa de actualizacion ajustada por riesgo de cada periodo igual que la
planteada para el proyecto EME (cuadro 3.2).

El valor se calcula con importes desborrosificados, con las alternativas comentadas
en el ejemplo EME. Los resultados se muestran en el cuadro 3.8.

La medida con el importe promedio, $ 258, se interpreta de modo similar al
calculo con numeros triangulares. La medida con los importes del intervalo de
maxima posibilidad de los nimeros trapeciales es también un intervalo (el valor es
entre $§ 238 y $§ 286). A menos que los numeros sean muy fuertemente asimétricos,
este intervalo comprende al valor con importes promedio.

El valor se puede medir con el rango determinado por la tasa de actualizacion,
considerando el flujo de fondos desborrosificado (con el importe periddico promedio),
o bien con los importes de maxima posibilidad. Se usa el factor de actualizacion
borroso que se muestra en el cuadro 3.4.

Cuadro 3.8 Valor con flujo y tasa desborrosificados

Valor con importes promedio Valor con importes de maxima posibilidad
Factor de Valor Importe Factor de Valor actual
Aiio | Importe | actualiza actualiza
. actual m n L, m n
cion cion

0 -227,5 1,0000 -228 -230 -220 1,0000 -230 -220

1 51,3 0,9091 47 50 55 1,1000 45 50

2 148,8 0,8264 123 145 150 1,2100 120 124

3 202,5 0,7468 151 200 220 1,3431 149 164
4 245,0 0,6748 165 230 250 1,4908 154 168
Valor actual neto 258 238 286
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En el cuadro 3.9 se observa que el valor con el flujo de fondos promedio (cuadro
3.7, ultima columna) es un niimero borroso triangular ($ 240, $ 257, $ 279), ya que
esta forma proviene de la tasa de actualizacion estimada con niimeros triangulares.

Cuadro 3.9 Valor borroso “auténtico”

Valor con flujo de fondos Valor con flujo de fondos de
promedio maxima posibilidad
Afio Extremo Zlaf,:;:: Extremo Extremo Inter;il)zb?;‘;::t;xtma Extremo
inferior a posibilidad superior b | inferior a . p superior b

0 -228 -228 -228 -230 -230 -220 -220

1 46 47 47 45 45 50 50

2 121 123 125 118 120 124 126

3 145 151 158 144 149 164 171

4 156 164 177 146 154 168 180
VAN 240 257 279 223 238 286 307
Prom 259 263

El valor con el intervalo de maxima posibilidad (m, n) de los importes periddicos
(cuadro 3.7) es un numero trapecial, que resulta de la forma triangular del factor de
actualizacion.

El intervalo de maxima posibilidad del valor ($ 238, $ 286) se calcula con el
intervalo de maxima posibilidad del flujo de fondos y la tasa de maxima posibilidad
(equivale al corte o = 1). Los extremos ($ 223, $ 307) se calculan con el intervalo de
maxima posibilidad de los importes y los extremos del factor de actualizacion (corte o
=0).

La figura 3.4 muestra las dos estimaciones del valor actual neto borroso del
proyecto ENE.

Con una finalidad puramente comparativa se puede hacer el calculo incorrecto con
los nimeros borrosos completos del flujo de fondos (cuadro 3.7). Los resultados se
muestran en el cuadro 3.10.
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Figura 3.4 Valor actual neto borroso Proyecto ENE

1,0 1

Cifras de maxima

posibilidad

N

Cifras desborrosificadas

P

con promedio

Es claro que el intervalo de méaxima posibilidad es el mismo que en el calculo
anterior. Lo que cambia es la amplitud del rango de valor: implica decir que el valor
puede estar entre $ 54 y $ 470, aclarando que éstos son extremos de baja posibilidad.
El promedio, $ 262, es similar a los que se calculan con las variantes correctas (cuadro

3.9).

En la figura 3.5 se comparan los dos calculos del valor actual neto borroso: la
estimacion correcta (cuadro 3.9) y la medida incorrecta (cuadro 3.10).

223

238
240 257

Cuadro 3.10 Valor borroso incorrecto

286 307

Intervalo de mdaxima
Aiio Extremo posibilidad Extremo
inferior a superior b
m n

0 -250 -230 -220 -210

1 27 45 50 64

2 89 120 124 160

3 93 149 164 203

4 95 154 168 253
VAN 54 238 286 470
Prom 262
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Figura 3.5 Valor borroso correcto e incorrecto Proyecto ENE

T
1,0+ Cifras de maxima
posibilidad Valor borroso
mcorrecto
v
54 223 238 286 307 470
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