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1 —PREMISA.

En muchas aplicaciones de la técnica de las medidas, en los instru-
“mentos o aparatos registradores, contadores, de control, selectores, etec., ya
sea a escala circular o rectilinea, ocurre con frecuencia la necesidad de
tener que adoptar correspondencias diversas especiales entre dos sucesiones
finitas numerales “n” y “p”’, ligadas mediante vinculos singulares.

La solucién de tales problemas, particulares del calculo combinatorio,
no se halla en los tratados de matemaéaticas y se presenta generalmente
como laboriosa y compleja.

En esta nota se desea exponer una solucién, para un caso muy fre-
cuente, la cual por su sencillez y originalidad, puede ser de una comodidad
tal para el investigador como para hacerle preferir un dispositivo meca-
nico a otro por la facilidad de las medidas o del control, especialmente si
el aparato ha de ser registrador.

El mateméatico en cambio, hallari en esta nota una e*cpresmn simple
més, de una aplicacién del calculo combinatorio.

2 — PLANTEO DEL PROBLEMA.

Tenemos un niimero “m’” de objetos, de la clase “n”, ordenados lineal
y sucesivamente uno a continuacién del otro en la permutacién fundamen-
tal siguiente:

Ny, No, N3, Ny, N5p o evvnnn s . (e | (1)

y se empiezan a colocar en un niimero “k” de casilleros “p”, también orde-
nados entre si segtn la permutacién:

P1, P2y P3s + v evvven Px-1, Px - (2)
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poniendo tnicialmente el objeto “n;” en la casilla “p;”’; el “n,” en la casilla

“ps”, etc., hasta agotar la serie de los objetos “n” o de los casilleros “p”,

recomenzando luego el ciclo colocando nuevamente la serie de los “m” ob-
jetos, siempre ordenada y sucesivamente, primero en los lugares dejados
en blanco y luego recomenzando en la primera casilla y asi sucesivamente,
tantas veces como sea necesario hasta que el uhmo objeto “n,” caiga en él
ultimo casillero “p;”. ’ :

Nos proponemos determinar -

A. — (Cuéntas permutaciones han sido necesarias?

B. — ;Cuéntas veces y en qué casilleros “p” un objeto genérico “n”
haya encontrado lugar?

€. — (Cuintos y cuiles objetos “n” han encontrado ubicacién en un

puesto genérico “p”’?

3 — DETERMINACION DEL NUMERO “N”
DE PERMUTACIONES NECESARIAS.

Ocurrira:

a) Sies
“m” = k . . (3)

los “m” objetos ocuparin ordenadamente los “k” casilleros y la operacién
se habra performado.

b) Sies

“m” < k (4)
el objeto “n,” caera en el casillero “p,” y quedarin atn (k—m) luga-
res en blanco. Se continuari por consiguiente la aplicaci(')n recomenzando a
poner el objeto “ni” en la casilla “p,, . ;”;el enla “pm 4 2”7, ete. Si,
procediendo de tal modo se agota la serie de los obJetos dados, se procedera
andlogamente con una tercera, cuarta, etc. series de los mismos “m” ob-
jetos ordenados siempre segun la permutacién fundamental, hasta que el
objeto “n,,” caiga —por vez primera—, en la casilla “p.”.

b4

Si es
N 0 TN (5)
el objeto “n,” caera en el casillero “p,” y quedaridn aiin (m—Kk) ob_]etos.
Se continuari pues la aphcacmn poniendo seguldamente el objeto “ny .,
en el casillero “p;”; el “ny . »” en el casillero “p,”; etcétera.

Si, procediendo de este modo, se agota la serie de los objetos dados,
se procederi anilogamente con una segunda, tercera, etc., series de los
mismos “m” objetos ordenados siempre segiin la permutacién fundamen-
tal, hasta que el objeto “n.” caiga en la casilla “p,”.
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Es evidente que en el caso a), siendo tinico el modo de aplicar los “m”
objetos en los “k” casilleros, el problema esta resuelto para

NiasT ' (6)

Es por otra parte evidente que el objeto “n,”, en el caso b), caeré o
no en el dltimo casillero “p.”’ segdn que “k” sea o no divisible por “m”;
esto es, llamando Mnx=M al maximo comin divisor entre “m” y “k”,
segun que “M” sea igual o distinto del nimero menor “m”; si M =m, el
valor de N estari evidentemente dado por

N=— (7)
m

¥, por ser M — m, podra escribirse

k
N=— (8)
M .
Esta es la férmula general, puesto que si llamamos “x” al nlimero minimo

de veces que hay que recorrer todos los casilleros (ntimero de obJetos ocu-
pantes de cada casillero), es claro que

" x.k = N.m
1 R
x—m

para hallar N y x minimos, bastara simplificar, hasta hacerla irreductible,

k
la fracciébn —, lo que, como se sabe, se logra dividiendo el numerador y
m
el denominador por el miximo comin divisor de ambos; de esta manera
_ k ' m ’
tendremos que N = — y que X =—-— como se afirmé.
Es aiin evidente que podri hacerse un razonamiento analogo para el

caso c¢) y naturalmetne es obvio que la (6) y la (7) no son sino sendos
~casos particulares de la (8).

4 — OBSERVACION.

De lo que precede, resulta aparente que el problema examinado es si-
métrico respecto de las “m” y de las “k” y por lo tanto puede transfor-
marse en correspondencias diversas entre dos sucesiones finitas, numera-
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bles, dispuestas con aquella ley espec1a1 de formacmn Sin alterar lo subs-
tancial, se puede pues, considerar que sea siempre

m < k
esto es, de ambos ntimeros, “m” y “k”, se considera primero su orden de

magnitud y luego se procede en las férmulas resolutivas.

5 — DEFINICION DEL SIMBOLO [a:b].

Definimos con el simbolo ;
[a :b] (9

el valor numérico del resto obtenido en la divisién del nimero a por el
numero b; cuando a sea divisible por b sera siempre [a:b] = b

[a:b] =b (10)

6 — DETERMINACION DE LOS CASILLEROS POR UN
OBJETO GENERICO (En orden creciente).

Un objeto genérico “n,” dela (1), siendo naturalmente r <~ m, ocupara

k =
en total — casilleros distintos, puesto que como se ha visto anteriormente,
M
k v
hay en total — permutaciones, y a cada una de ellas — que comprende

todos los elementos del 1 al m — corresponden un elemento “n,”.
Estos casilleros que son, en el orden creciente, los indicados por la
columna siguiente:

1ra. casilla en que aparece el elemento “n,” es la p o \

1 M]
2da. ”” EP ST ” ”» ” ”»” » » P [r:M]+M
3ra. ”” ” 9 ) ) ” ” IPY) p [r:M] +2M (11)
k'\* ' k
(—M—) ”” ) ” ” ” 13 ” I2 Y] p [r: M] + (T - 1) M )

asumiendo —en virtud de la (8)— el (%) ésimo, casillero la expresién
mas simple

Pir:M)+ (N—DM (11)"bis
Veamos cémo se llega a establecer esta férmula razonadamente:

Para ello tengamos en cuenta primeramente que el casillero ocupado
por el elemento “n,” de la permutacién “z” (siendo z un entero cualquiera
comprendido entre 1 y k/M inclusive) se obtendra como el resto por defeeto
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dela divisién de [r+ (z—1)m] por k, toméandose, por no existir casillero 0,
igual al divisor k dicho resto cuando la divisién citada ‘sea exacta. Pdra
ver graficamente dicho resultado, basta observar el esquema siguiente:

x grupos de casilleros

1 Fila: (1,2,3,4,.k —1,k) (1,2,3,4,. k—1k)... (1,2,3,4,.k—1,k)... (1,2,3,4, .k—1

ler. grupo 2do. grupo 3er. grupo grupo X

N permutaciones

1ra. permutacmn " 2da. permutacién permutacién z permutacién N

‘ Como puede verse, el nimero total de individuos de cada una de las
dos filas anteriores, es igual a k.x=N.m. Ademds, estd claro que el ele-
mento de la permutacién z, designado por “n,”, es el nimero ordinal
r+ (z—1)m de la segunda fila. Resulta por fin perfectamente comprensi-
ble que, si dividimos este ntimero por k, el cociente nos dara el niémero
de grupos de casilleros abarcados (en el siguiente cae el elemento n;) y el
resto por defecto de dicha division dara precisamente el casillero, perte-
neciente al grupo de casilleros indicado por el cociente més uno, en que
quedari ubicado dicho elemento. Queremos demostrar que el casillero de
menor subindice (no importa el grupo a que pertenezca) ocupado por el
elemento “n,” (no importa de qué permutaciéon sea) es el de subindice
igual al resto de dividir el nimero r por M, siendo, como se vid antes,
M el méaximo comin divisor entre “k” y “m” y tomandose dicho resto por
defecto, si la divisién no es exacta, e igual al divisor si lo es.

Llamando c(z) al cociente (funcién de z) y R(z) al resto por defecto
de la d1v1s1on

r+(z—1)m
k

resultara:

r+ (z—1)m = c(z) .k+R (2)

Dividiendo ambos miembros de esta igualdad por el méximo comin
divisor M de m y de k, y llamando como antes a los cocientes de m/M y
k/M respectivamente z y N, tendremos: _
| ’ | R (z)

-r— + (z—1) .x=c(2z) . N+

K)

. m)
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Y, si llamamos q el cociente y £ el resto por defecto de dividir r por M,
tendremos por otra parte que: '
r=q.M + &,
igualdad que substituida en la anterior nos da;
R(z)—& - : : d :
 — gt (1) .x—e(@.N (F)
M .
y se ve claramente, que, siendo enteros los nimeros g, z, X, c(z) y N, por
su significado mismo, el valor minimo de R (z) se obtendri cuando dichos
enteros sean tales que el segundo miembro se anule, en cuyo caso R (z)=£,
esto .es, de acuerdo a la notacién definida en (5), igual a [r:M], como se
deseaba demostrar. Ademaés, resulta obvio que si estos niimeros son tales
que nos den sucesivamente como valor del segundo miembro de la (F), los
valores 1, 2, 3, ... (N—1), los valores de R(z) sucesivos, dlspuestos en
¢rden cremente seran:

R(z) = £5+M, £+2M ., 84 (N—1) M.

Falta probar que el segundo miembro de la (F) no puede ser nunca
negativo y que, en efecto, su menor valor es cero. Para ello definimos dos
funciones de z, O (z) y f(z) tales que sean el cociente y el resto por defecto
respectivamente de dividir R(z) por M. De esta manera tendremos:

_ R (z)=0(z) M1 (z) (QR)
Reemplazando en la (F) téendremos:

O(z) M+-f(z)—£ . : '
' = q+(z—1) .x—c(z) .N (H)

M

Como el segundo miembro de la (H) debe ser entero, forzosamente,
para cualquier valor de z, y por.ser f(z) y £ siempre menores que M, sien-
do como lo son restos por defecto de divisiones de divisor M, ha de ser
f(z)—£=0, esto es f(z) = £ es constante.

De modo que el segundo miembro de la (H) se reduce a O(z), esto es,
puede a lo sumo valer 0, o sino ser un entero positivo, como lo requiere el
significado de O(z) que surge de la (G)

7 — DETERMINACION DE LOS OBIETOS QUE OCUPAN
UN CASILLERO GENERICO.

De lo que precede se deriva inmediatamente que, si se quiere deter-
minar, durante las “N” permutaciones ciclicas, cuales elementos han ocu-
pado en total sucesivamente un casillero genérico p,, entendiéndose que

I S g I ST PN U AR G D G RIR L L
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s <k
, i ,
basta considerar la relacién —, esto es, en la casilla “ps”’ vienen a estar en
M :

“total m/M objetos diferentes (y no mas), dados en el orden de sus respec-

tivos subindice crecientes, por las férmulas

. .
DM Nps g 45 Dpsong p2my oveeee Dis M)+ (f“) M (12)

teniéndose como expresién del m/M ésimo elemento —que es el de mayor
subindice de la casilla “p,”’— la siguiente:

r"[s:M] 4+ m-—M (12 blS)

La demostracién, que seria enteramente aniloga a la del caso anterior,

puede referirse a la de aquél por el simple cambio de casilleros en elemen-

tos y viceversa, pues como se ha dicho anteriormente, el problema es simé-

trico, esto es, pueden permutarse casilleros por elementos y viceversa sin
alteracién de la substancia. '

8 — OBSERVACIONES.

De cuanto precede, se deduce lo siguiente:

a) Silos nimeros m y k son primos entre st (M=1) en cada castllero
caben todos los elementos y cada elemento ocupa todos los casi-
lleros.

b) Si los nidmeros “m” y “q”’ son primos entre si (M=1) y sea
m:K=1 en cada casillero caben todos los elementos y cada objeto
ocupa todos los casilleros; en cada casillero caben todos los elemen-
tos en el orden ciclico de su permutacion y ademds cada elemento
llega o ocupar cada uno de los casilleros. '

Por ejemplo, sea k—16 y m=5; M sera igual a 1, por ser k y m

primos entre si.

Casillero N¢ 1 2 8 4.5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16
n;[ne|ng|ns [ns|n;fng|nz|ngins Ny [Ny ngng Ns| N,y
Ny ng|ngns|n, |Npjng| Ny N5iN, Ny Ny |ng N5 |Nq| N9
ns|n;[ns[n; [ny|ngng|ns|n,;{ng|ng|ny Ns|n,; No) Ng
Ny ns|n; (ngngfng Ns 1, |ny|ng N4 N5 Ny [NpNg| N4
ns|n;|n,|ng|ng h5 n;|ng|ns{ng [ns|n, [Ng|Ngfng|Ns

c) El nimero total de los objetos que pueden f_i_gurar en un cuadro
recapitulativo es —si “m” y “k” son PriMos e'r_zt're st—, tgual al
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minimo comin multiplo mk de ambos nimeros; si no son primos
entre si, hay que dividir su producto mk por el mdximo comiin
divisor, es decir serd

k.m

M

Esto sale de inmediato, teniendo en cuenta que el nimero de dichos
objetos o elementos es igual al producto del nimero de casilleros por el
) i ) m .
de filas; hemos visto antes que el nimero de filas vale —, de modo que

M
k.m

en el cuadro recapitulativo figuraridn en total elementos como se

M
afirmo.

d) Si el mdximo comun divisor es igual al menor de ambos nimeros

' »

m” y “k’”, se tiene el caso mas sencillo en el cual, si es “m>k”

m

(y por tanto es M — k), cada casillero contiene — objetos y cadaq
5 ,

elemento ocupa un solo casillero; si es “m<k”, (y por lo tanto

es M = m”), cada elemento ocupa “k/m” casilleros y cada casi-
llero albergard un solo elemento.

e) Si es “m<k” y es “I1<M<m”, el numero de las permutaciones
k
es siempre N —=—-— y cada objeto ocupa “k/M” casilleros dife-
_ M
rentes, cabiendo en cada casillero “m/M” elementos pertenecien-
tes a una alicuota de la permutacion.

f) Sies “m<k” y es “M = 27, los elementos se distinguen alterna-
tivamente en impares y pares, cabiendo en los casilleros impares,
los objetos de orden impar y en los pares, los de orden par.

Por ejemplo:

Casillero N¢ ) AL et ol (S - o 4 o) B | 8

Ny| No | N3 | Ny |N5| Ng [Ny | Ng
Ng| Ny | N5 | Ng | Ny | No | N3 | Ng
My | Ng [Ny | Ny [Nz | Ng [ Np | Ng

y asi sucestvamente.

\

D T e
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9 — CONCLUSION.

Es posible pues, expresar el siguiente enunciado: Si se desean colocar
“n” elementos ordenados linealmente, tantas veces sucesivas en “k” casi-
lleros diferentes, asimismo ordenados linealmente, hasta que el 4ltimo de
la, serie de los elementos, caiga en el 4ltimo casillero, es posible preveer
el niimero de permutaciones necesarias [férmula (8)]; cudles casilleros
serdn ocupados, durante las permutaciones por un elemento determinado
[férmulas (11) y (11 bis) | y cudles elementos ocupardn determinados casi-
lleros [férmulas (12) y (12 bis)] y viceversa: Si se desean colocar objetos
diferentes, ordenados linealmente, un niimero determinado de veces suce-
stvamente en casilleros distintos, ordenados entre si linealmente, con per-
mutaciones ciclicas de modo que el wltimo de la serie de los objetos caiga
en el wltimo de la serie de los casilleros, es posible elegir el niimero “p”
de los casilleros y el “n” de los objetos en forma tal que el mimero de las
permutaciones sea el requerido [f(’)r;'nula (8)], que determinados casille-
ros se vean ocupados durante las permutaciones, por un objeto determi-
nado [férmulas (11).y (11 bis)] y que determinados objetos ocupen deter-
minados casilleros [férmulas (12) y (12 bis) ].

En lo que precede el estudioso y el investigador hallaran represen-
taciones graficas sugestivas e interesantes simplificaciones en sus meca-
nismos; el mateméatico una nueva aplicacion del cdlculo combinatorio.



