TEORIA DE LA PROPULSION A EMISION
EFECTUADA SIN EL. AUXILIO DEL OXIGENO
ATMOSFERICO, ADMITIENDO LAS SIGUIENTES

- HIPOTESIS IDEALES DE CALCULO

Por el Prof. contratado del Inst. Tecn. del Sur Ing. Quim:. W. E. DAUB

I) Ausencia de campos de fuerza y vacio absoluto circundando al co-
hete. - .
IT) VE — Velocidad de exhausién total =— constante, llamando. asi a
la velocidad conaue los gases de exhausion y el cohete se separan en el es-
pacio ; admitimos la constancia de esta velocidad en el tiempo.

IIT) Que la emisién periédica y discontinua sea uniforme, de tal mo-
do que la fraccién de masa de gases de exhausién emitida en cada perio-

: 1

do equivalga a una fraccién propia — de la masa actual, siendo ésta una
r

funcién decreciente del tiempo y que incluye en cada instante la masa del

proyectil-cohete, la del _combustiblel existente en ese instante y del com-
burente. Matematicamente escribiremos:

Amk , b
— — siendor>1
m; Ir

En estas condiciones nos proponemos hallar:

a) La velocidad del cohete al finalizar la enésima emisién de parti-
culas de masas discretas de exhausion.

b) La relacién de masas, esto es, la masa inicial del conjunto cohe-
te -+ comburente, dividida por la masa restante después de la enésima
emision. ' '

¢) La relacién de masa cuando el cohete alcanza la velocidad total

: ; iz
de exhausién para una fracciéon — dada, y, finalmente;

d) Variacién de la relacién de masas del parrafo c) anterior en fun-

ci6n de r, probando analiticamente que dicha relacién de masas disminuye
al aumentar r y calculando el minimo asintético asi como el ahorro de com-
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bustible y de comburente que se obtiene cuando en igualdad de la de-
mas condiciones se toman dos r distintos, para el caso del r mayor.

a) '

. Llamaremos: _

Vi la velocidad actual de los gases emitidos, considerando para sim-
plificar la notacién, su médulo solamente. T

Vi la velocidad actual del cohete, considerando también el moédulo so-
lamente de la misma. ; ‘

Am, la masa de las particulas emitidas en la k-ésima emisién.

my la masa actual del cohete al finalizar la k-ésima emisi6n.

Tenemos, por la hipétesis II) : '

Vi + vk = VE (1)
de donde: | ;
n n _
2 Vi+ X vw=nVE (2)
k=1 k=1 ‘
Por el principio de la conservacién de la cantidad de movimiento,.
se tiene: '
V1 % Amk = Mg.Vy (3)
De IIT) y (3):
Vi =Tr.vy ¥ (4)

Por el principio de la superposicion de las velocidades segtn la me-
canica cldsica (no relativista) :

Vl :VI

Vs =V;—vy
\£ =V;—v,
Vy =V;—v;

..................

..................

de donde:
n L,
2 Vk = nV‘1 —_ Z Vi ‘ (5)
k=1 ke
Restando ahora la (5) deAla (2); queda:
Ii n—a:
2 i=n(VE—V,;) + > w
k=1 R==]
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esto es:
Vo = n(VE — V;) _ (6)
Por otra parte, de la (1) y de la (4):
; r.VE
V, = (7
r+|+1
yde (6) y (7):
n.VE
¥, == , (®)
r+1

b) Para deducir la relacién de masas, aphcamos la Ley de Lavoisier y
la h1potes1s I1T), teniendo, como es obvio:

my ‘ . 1
my=Am;+m;=—4m;=my (1 o ?)
-

v m, l
m;=Amytmy= — 4my=m, (’1 i T)
r .

R ]

il
meAmku—kaa: s Mgy ==y (1 s ?)
g r :

my

;1
e (14

mn_]_ == Amn"l_mn:
r

de donde, multiplicando los primeros y ultimos miembros ordenadamente:

n—1 n 1
k=o k=1 r

relacién que, simplificada da
1 n
=== (1 “l_ _—) . 1My
;i

de donde tenemos la relacién de masas buscada:

o

m,

c) Se alcanzara la velocidad total de exhausién cuando sea v, = VE (10).
De las (8) y (10) tal cosa aconteceri siempre y cuando se tenga

n=r-+1 (11)
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aplicando ahora la (9) y la (11), tendremos que la relacién de masas val-

dra en tal caso
m, 1\1+4r ,
[mn:]E :'(1_}_—;) : (12)

que nos dice que dicha relacién es sélo funcién de r e indicando E en este
caso solamente el hecho de que nos referimos a la particular relacién de
masas que corresponde a la (10).

d) Vamos a probar ahora que la (12) es una funcién decreciente
der, en el intervalo real que nos interesa y que se define por la desigualdad

r>1

Para ello basta probar que la derivada de dicha funcién respecto
de r es negativa en dicho intervalo; llamando al primer miembro de la
(12) simplemente f(r) y derivando logaritmicamente, queda:

inf(r) = (1 +r)1n(1 e —i)
1

it 1 r2
— = 1n(1+~)+ 1 +r) ———
f r 1

T

p=(14+1)" [1;1 (14 L) . L] (13)

El primer factor del segundo miembro de la (13) es siempre posi-
tivo en el intervalo real dado; falta probar que el segundo factor és riega-
tivo en dicho intervalo; para ello hagamos la substitucién de variables

esto es:

1n (1 —}—L) = z de dbnde
I T i

1
e |
r

o g L T g T . T gl T L R S A I O Sy T o
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por consiguiente tenemos que estudiar el signo de la funcién
F(z) =z-+ 1—e? al disminuir z desde 1n2 hasta 0.

- Para z = 1n2, es F(z) = 1n2 — 1 < 0; por otra parte para z = 0,

F (0) = 1—1 = 0; como la funcién es mondtona y alcanza su valor mé-‘
ximo para z = 0, en dicho intervalo, por ser
F(0) =1—e*°=20
F7(0) = —1

se tiene que la F (z) es siempre negativa en dicho intervalo, lo que prueba
que f’(r) es decreciente. Alcanza asintéticamente su minimo para r > oo
valiendo dicho minimo el nimero “e”, base de los logaritmos 'nepe;ianos,
‘que es aproximadamente (en exceso) = 2,72.

Este limite sale de inmediato de la (12) teniendo en cuenta que

et = (e 2) (2

y aue, para r tendiendo a mas infinito, el segundo factor del segundo
. miembro vale el nimero ‘“‘e”, —pa definicién del mismo como limite y
prueba de su acotacién y que el primer factor del segundo miembro vale 1
para dicha variaciéon de r, en el limite.

Veamos ahora el ahorro de combustible y comburante que se ob-
tiene cuando se disparan dos cohetes de iguales masas iniciales y en igual-
dad de condiciones alcanzando con ambos la misma velocidad final VE,
pero emitiendo particulas de masas discretas de distinto tamafo; de acuer-
do a nuestra mnotacién, las de mavor tamafio corresponderan al r menor
y las de mayor tamafio al r mayor. Los designaremos respectwamente con
r y R. Correspondiendo la menor relaciéon de masas final al R mayor, ten-
dremos para ese caso el menor consumo de combustible 4 comburente. El
ahorro de ambos valdra, pues

A = m, — 1, — (m, — M.y = My

[

&= (e o g ] e

esto es:
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Si por ejemplo comparamos la emisién por cuartas partes y la emi-
sién por mitades, que corresponden a los valores particulares R = 8 y
r = 1 respectivamente, se tendra el apreciable ahorro de un " -

« (3)4—<—1—)2 100————-——256 = 6,64
4 2 100 = =y 86,04 7
de combustible -+ comburente, ejemplo que ilustra que se deben utilizar
combustibles que den gases de exhausién del minimo tamafio y densidad,

. con una maxima velocidad VE total de exhausién para lograr el méaximo
efecto con la mayor economia. '
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