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CUARTICAS BICIRCULARES

Por el,Profesor contratado Dr. SEVERINO VILLATICO

INTRODUCCION

Mientras que el estudio y la clasificacién de las curvas de segundo vy

tercer orden se ha realizado completamente, el estudio de las cuérticas pre-

senta muchas dificultades puesto que si no se conocen el ntimero vy la es-

' pecie de las singularidades (el ntimero de puntos dobles), la clasificacién

mediante el sistema de Pliicker llevaria a la consideracién del sistema:

— O
of
—_— =0
of
—_— =0
oy

de tres ecuaciones con dos incégnitas en que habria que hallar, si es que

‘existieran, las soluciones comunes, que podran hallarse en un nimero ma-

ximo de tres.

Si en vez se conocen los puntos dobles es facil encontrar su especie y -

por tanto clasificar la cuartica en base a las fé6rmulas de Pliicker.

Por ejemplo: si los puntos dobles son tres, no sélo es posible clasifi-
car la curva conociendo la especie a que éstos pertenecen, sino que es tam-
bién posible individualizar las otras singularidades (puntos de inflexién,
puntos cuspidales), expresando las coordenadas de la curva en funcién de
un parametro.

Si la cuartica es bicircular habria que introducir las funciones elip-
ticas. ' '

Consideraré en esta monografia la generacmn de las cuartlcas bicircu-
lares asi como su clasificaci6n. ' '
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La ecuacién cartesiana de una cuéartica bicircular es de la forma:

(1) (245224 (ax +B8y) (X2 + y2) +a11x2+2a5,xy
T+ a2y2+2a3;3X 42285355 4 az3=>0
' 8
Si se lleva el origen ‘de los‘ejes al ‘punto (——— %, e Z) ‘Se transforma en:
(%2 +y2)2 211 X2 4 281, Xy + 8,2 + 2a;3x + 2-853y + agg3 =20
El punto (—i‘— ; — %) se denomina punto fundamental de la cuartica y
goza de la propiedad de ser equldlstante de los puntos de interseccién de la
cuartica con una recta que pase por el mismo.
En efecto, pasando a coordenadas polares la (1) :se transforma en:

@ et +p2 (allcos%a +.asssen? o 4 2aysen weos w) -+
e (2a;3c08 w +-2a538en w) +4-azy ='0
Tlamando M;, M,, M; 'y M, las intérsecciones‘de la ¢urva con una reéta
que- pasa por el purto fundamental, se'tiene sienipre:
OM; + OM, 4 OM; + OM, = O

‘en que, si My, es el punto medio del segmento M; M, se podra escribir:

OMih —l— 'OMjk e O

en que i, h, j y k constituyen una permutacién del,2,3y4.
Por lo tanto O es el punto medio del segmento M, M;..
Las cuarticas bicirculares pueden obtenerse:

1) Por proyeccién estereografica de la interseccién de una esfera, con
un cono. :
2) Como envolvente de-un haz de ¢ircunferencias ortogonales respecto
‘a una‘¢ircunferencia’ fija'y teniendo ‘sus centros ‘sobre una c¢énica.

3 Por la llamada inversién circular de una cénica.

4) ~Como lugar de 'las intersecciones de dos ‘haces de:circunferencias
proyectivas.

Carprituro I .

Las cuartlcas b1c1rculares obtenldas por proyeccmn estereograflca de
‘unha C, jibosa.

§1

Sea E2 +m?+c2=1 la ecuacién de la esfera referida a una terna de
éjes coordenados teniendo el origen-éncel centro dela esfera.
Proyectamos desde el punto (0, 0, 1) la esfera sobre el plano Z —-=—11,
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A cada punto de la esfera corresponderid un punto del plano, con la
excepcién del punto (0, 0, 1) al que corresponde la recta impropia del plano

Z=—1y por lo tanto, a cada linea esférica, que no pase por el centro de

proyeccmn correspondera siempre una linea desprovista de puntos im-
propios en el plano. Entre las coordenadas E, 1, C de un punto de la es-

fera y las coordenadas x, y, —1 de un punto del plano subsustlra una rela-
cién cuadratica del tipo: '

4y 4x x2+ty2—4

= 2 - " e RS PSS, C e — 55
x24y2+4 - xX2Hy?44 X8} y4t4

En efecto, referamos los puntos de la esfera a un sistema de coorde-

nadas cilindricasy sean‘Q y Q’ dos- puntos correspondientes para los cua-
les se tendra:

AN

Q= (z. ¢, 9) Q = (2, p 9

P (0,0,1)

‘Fig. 1
+Considerando los tridngulos semejantes POQ, POQ’ se tiene:
- PO : PQ = PQ’ : PO y por lo tanto:
PQ = (PO)2 : PQ =4 : PQ
De los triangulos semejantes POQ y PO’Q’ se tiene:

)

PQ :PQ—=1¢":p PQ’ —

P

Pero!P V ¢? + 4 ~y:por lo tanto:

B haen B i
e o Vbt s e o (ol d) _
Ver 44 P
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y por fin: -
PN
v £ p? —l—4
De los triangulos semeJantes POQ, PO’Q’ se tiene:
. : , il L il
P2 =g3p OP:—G)e,ademas
, 2. p*— 4 __(p‘—4.4p )
CO=CP—OP=1 — = QY = 5 ’
: ‘ P p* + 4 . a4 ?

puesto que:
i =x"+y’; x =pcosg; y=psene
sustituyendo més arriba se tienen las férmulas precedentes.

82

Ahora bien, cuando se da sobre una esfera una cudrtica jibosa Cy ésta
individualizard un haz de cuédricas, puesto que por cada punto fuera de
la misma y por la misma pasa una cuadrica y sélo una.

Asi que, dada una C, esférica por ella pasan infinitas cuddricas de las
que podemos escoger arbitrariamente y, por simplicidad, un cono del haz.

Tres son los casos que pueden presentarse:

1) La esfera encuentra a todas las generatrices del cono.
2) Sblo encuentra parte del mismo.
3) O bien es tangente a una generatriz y encuentra a todas las demaés.

§3

Examinemos el primer caso:
Por simplicidad podemos imaginar el eje del cono coincidente con el
eje n y el vértice en el centro de la esfera.
Este cono quedara eresentado por la ecuacién:
a'E? — bZy? + 22 = 0
La C, estara dada por el sistema:
&k w =1
a’k? — b2yl 4 22 =0
Aplicando las férmulas de la proyeccién estereografica, se tiene:
a2 b2

(x2+y?)2 —8 (x?}y2) +16—x2—16—y24-16 =0
' g ¥ e?

.,0.4._ =
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"‘Se obtiene pues una cuirtica bicircular que tiene el punto fundamentalv
en el origen de los ejes. ; ,
Es simétrica respecto a los dos ejes coordenados, puesto que si es
(¥, ¥’) un punto de la misma, serd también punto de la misma el que tie-
ne las coordenadas (—x’, —y’).
Las intersecciones con el eje de las X estan dadas por la ecuacién:

c2x4—2(4c2—8a?)x2-416¢2 —0

Las raices de esta ecuacién son siempre imaginarias. ,
Las intersecciones con el eje de las Y estan dadas por la ecuacion:

c2y 4—2 (4c2—|—8b2)y2—[—1602 =0
siendo sus raices siempre reales.

La curva consta, pues, de dos 6valos, externo el uno respecto del otro.
Para estudiar el comportamiento en el infinito, escribamos:

X1
x + iy = —
X0
X9
X — iy = —
XOF

y entonces la ecuacién de la curva se transforma en:

4c2x,2%52—32 (c2—a2-1-b2) x1X,X¢2-}+16 (a2-+b2) x,2x, 2}
+16 (a2-}+b2)x,2x¢2-4-64c2x0t —

De esta ecuacién se saca que la curva, en el punto ciclico x;—0 y
Xo = 0 tiene por tangentes las dos rectas

2i V a2--b2

X+iy=— =+
¢

Anélogamente, en el punto ciclico x,—0 , x;=0, las tangentes seran:
2i |/ a24b2

. C

Estas dos parejas de rectas se encuentran en los puntos reales de
coordenadas:
' 2 2
(0 ., 2)atb )

c

)

Puesto que estas tangentes jaméas pueden c01nc1d1r, los puntos ciclicos
de la curva nunca podran ser cuspldales
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Mediante la férmula de Pliicker se ve que la curva es de género 1;
aplicando la férmula de clasificacién c—n(n—1)—2d—3k se obtiene que
la curva es de clase 8. De las férmulas.

=2n(n—1)—6d—8k y la t=j}[c (c—1)—n—3i]
se tiene que la curva tiene 8 tangentes dobles y doce puntos de inflexién.

Resumiendo, las caracteristicas de la curva son:

Gémnero ! Clase Puntos dobles Cti"spid‘(_es‘ Tangentes dobles | Ptos de Infl.

1 8 2 0 8 12

§4

Si hacemos coincidir el eje del cono con el eje de las Z, se obtiene
una curva que tiene las mismas caracteristicas. En tal caso la C, estara
representada por el sistema:

B2 m2 42 =1

= a?E2+b2y2—c202 =0

y la proyeccién estereografica:

a? RE
) S B G LAy st
ez, €2

esta curva es simétrica respecto de los ejes coordenados y tiene con cada
uno de ellos en comiln siempre 4 puntos reales, constando por consiguiente
de dos 6valos interno el uno respecto del otro.

$§5

Consideremos el caso en que la esfera encuentra tan solo una parte
de las generatrices del cono.

Podemos imaginar que el cono sea tangente al plano de ecuacién Z —0.
y tenga una generatriz coincidente con el eje 7.

Su ecuaciéon seri:
at2+4-bt2+ mEL-+nm t—np =0
en que p es la v del vértice del cono, siendo su proyeccién estereografica:

(b—np) (x24-y2) 2+ (4mx—+4ny) (£24-y?) -+16ax2—8b (x24y2)—
—16 (m—+n)y-+16(b+npy—0.

a2 4B 2B 4B A S 4 mm e
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Su. punto fundamental tendra, por coordenadas.
( m y — n )
o e
b.— np b—mnp

Sera simétrica respecto al eje y tiene.en comiin con cada uno de los
ejes dos.puntos reales y dos imaginarios.

Fig. 2

§:6:
Examinemos ahora el tercer caso, en que la, esfera encuentra todas
las, generatriges: del cono y sea tangente a una de ellas.
Imaginemos que el cono sea tangente al plano z — —1, a lo. largo de

la generatriz paralela al eje . Asi que la esfera y el cono tendran en el
punto (0, 0,—1) el mismo plano tangente.

La ecuacién del cono sera:

apE?~++bpL?+mpEL+ (b—c) ni+pmE—+ (b—c)m+ p (b+¢) T4-pe=0

en que p es la T] del vértice. La C, e_staré representada por el sistema:

E2fm242—1

== apE2-++bpl2+mp EC—!— (b—c)nC+pmE+ (b~—c) n—l-p(b-l—c) C+pc=0

¥ su proyececién estereograflca

plb+-e) (x2+y2)2+4-4[pmx4 (b—=e)y] (x2-+32) —
4p (b—¢). (x2+-y2-}-8apx2 — 0,
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se ve que es una cuértica bicircular que tiene por punto fundamental el de
coordenadas

( m cb )
b+4-c’ p(b-+-c)
Es simétrica respecto al eje y, tiene, en el origen un punto doble. Las
tangentes en el origen estarin representadas por las ecuaciones

2a—b+c
< y=X ‘/ cfb— =0

¥, puesto que estas dos tangentes jamis podran ser coincidentes, el ori-
gen es un nodo. Encuentran a la curva en cuatro puntos coincidentes con
el origen, siendo éste pues un punto doble de inflexién o tac-nodo (del in-
glés tac-point).

La cuartica considerada tiene tres puntos dobles y es racional.

Por las féormulas de Pliicker es de clase 6, tiene cuatro tangentes do-
bles y seis puntos de inflexi6én. Concluyendo, la curva tiene las siguientes
caracteristicas:

Género Clase Puntos dobles Cuspides Tangentes dobles ,Ptos de Infl.

0 6 3 0 4 6

§7

Se obtiene una serie de férmulas analogas a las precedentes, conside-
rando el vértice del cono en el punto (0,0,—1) y con eje paralelo al », siendo
en tal caso su ecuacion:

a2 Ez_b2n2+c2(t_|_1)2 == i)

'y estando dada la C, por el sistema:

. ‘EZ+712+ E2 =1
a?E2 —Db2n2+c2(L+1)2=0

y su proyeccion estereografica:

a2 _b2
(x2 +y2)24+4—x2—4—y2=0
c2 c2

Tal curva, llamada lemniscata hiperbélica de Booth, es de forma similar a
la precedente y tiene las mismas caracteristicas pliickerianas.
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El origen es un punto doble y las tangentes en él estan dadas por las
ecuaciones

X+=—y=0
a

las que encuestra a la curva en cuatro puntos coincidentes en el orlgen
Por lo tanto también para esta curva el origen es un tacnodo.

§8
Si en la ecuacién del cono, se pone a — b, la curva proyeccién estereo-

grafica de C4 tendra por ecuacién

aZ
(poniendo 4 — — 2 k2)
c2 i
(x2 + y2)2 + 2Kk2 (x2 —y2) = O
que es, como se sabe, la lemniscata de Bernouilli.
El origen es un tacnodo en que las tangentes estan dadas por la:

Xx+y=—0

~ esto es, las bisectrices de los d4ngulos rectos de los ejes coordenados.

Escribiendo en la ecuacién (x2-+y2)24-2k? (x2—y2)=—0

X1

Xo
\ Xo
Xo

se tiene:
X12X02+k2 (X12+4-X%22)X02=0

de la que se deduce que la curva tiene, en el punto c1011co x; =0, xg =0
las dos tangentes

x =+ iy = ik
y en el punto ciclico xo = 0, x5 = 0
¥ = Iy == ik
Cada una de estas cuatro tangehtes encuentra a la curva en cuatro

puntos coincidentes con el respectivo punto de contacto, de modo que tam-
bién los puntos ciclicos son puntos dobles de inflexién.
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Las caracteristicas. pluckerlanas de-la. Lemniscata de Bernouilli son
las mismas que las de las curvas precedentes.

Ademas la lemniscata de Bernouilli goza de la propiedad de que la
normal en un punto P forma con el eje de las ordenadas un angulo o igual
al triple del Angulo v y aue el radio vector OP forma con el mismo eje.

Por lo tanto, el problema de- llevar a la lemniseata normales: (o tan-
gentes) de direccién dada, es idéntico. al. de la triseccién. del dngulo.

k

x

Fig. 3

§9

Otra lemniscata, llamada lemniscata eliptica de Booth, se obtiene pro-
yectando la C, intersecciéon de la esfera con un cono con vértice en el
punto (0,0—1) con eje coincidente con el eje E.

La C, estard representada por el sistema

c. —| B2Hmr+E2=1
g 8212 +bIn2—e2( 4 1)2 =0

y la proyeccién estereografica:

az’ b2
(x2+4y2)2 —4—x2—4—y2-—0
. c2 c2 '

gwe

siendo las caracteristicas pliickerianas iguales a las precedentes.
Las tangentes en el origen estidn dadas por las ecuaciones:
b

xi—.iy;—;O
a

Siehdo, pbi~ tanto, el origen un punto, aisl;a;do., :
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Si ademas fuese a. — b;. entonces la: curva se reduciria: a la circunfe-
rencia : '
a2 .
x24-y2—=8— y a las rectas is6tropas x2-}y2—0
c2 . :

 La. lemniscata. de Bernoulli e‘s» un. caso. particular de la curva de Cas-
sini que es el lugar geométrico de los puntos M tales que, dados dos puntos
F; y F; del mismo plano, se tenga: siempre
MF; .MF2 — constan{:‘e
La ecuacién general de la curva eassiniana es:
(x24-y2) 2 —2a? (x2—y?) f-at—ct=0
Consta de dos ramas distintas si es
a2 > ¢2
y de una sola si es en vez |
az < ¢2

transformandose en una lemniscata de Bernouilli si es a2=c2.

Ademdés de la: lamniscata de Bernouilli: ya vista, asi como el modo de
obtenerla, las otras dos curvas pueden obtenerse por proyeccién estereo-
grafica de la interseccién de un cilindro circular con la esfera.

En efecto, proyectando ’

c.=| B+mir=1
E24 12420 =0
se tiene la curva: k
8 16~
(x24y2)%— — (y2+x2) + 16x* —— — O
3 3
que es la cassiniana formada por una sola. rama. Poniendo ahora

x1 Xo
XAy =— —e’'x —iy = — |
Xo - X0
Se encuentra que ésta tiene en los puntos ciclicos las siguientes tangentes:
2i 2i -

r Vv — = ool GRS, . | SEECEER . o iy
i S D e
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las que nos hacen ver que los puntos ciclicos son tacnodos.

[9

_ o
Los dos puntos (O; ‘1/—?——) y (O ; — 1/_3—;) son los focos extraordina-

rios de la curva.

Las caracterisicas pliickeriahas de la curva son:

Género Clase Puntos dobles Cuspides Tangentes dobles

| 8 2 0 8

Ptos de Infl.

12

CariTUuro II

CONSIDERACIONES SOBRE LAS CUARTICAS RACIONALES
OBTENIDAS PCR TRANSFORMACION BIRRACIONAL
CUADRATICA DE UNA CONICA

Una cuartica con tres puntos dobles puede derivarse de una conica.
En efecto, tomando sus tres puntos singulares (A4, Ay, Aj) como vértices
del tridngulo de referencia, la ecuacién de la curva toma la forma:

211X02X324-859X12X32+4-a55X12 X524 2893X 12X X5 |
2a13X92X1X3-}+2819X52X1Xo=—0

efectuemos la transformacién cuadratica dada por:

il
Pxi = e——
Vi

obteniéndose la cénica K. ,
a11Y124-a22Y224-2a33y32-+2a 23Y2Y3+2813Y1Y3+2a12y 1y2=0

Reciprocamente, la cuartica puede derivarse de una cénica mediante
una transformacién cuadratica.

Si la cénica K toca o corta en dos puntos reales el lado A, A, del
tridngulo fundamental, la curva [‘ tiene dos tangentes reales en el vér-
tice opuesto A;, éste serd un nodo; pero si estos dos puntos son coinciden-
tes, se tiene un punto cuspidal, y si son imaginarios conjugados, un punto
aislado. : B0 H " . .

Si la cénica tiene pues seis intersecciones con el triangulo A; A, A,
la [~ tiene tres nodos, si tiene seis imaginarias, tendra tres puntos aisla-
dos, y por fin si presenta tres puntos de contacto, tendra tres ctspides.
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En el primer caso las seis tangentes a la curva en los puntos dobles
tocan la misma cénica. En el caso de una cuartica con tres clispides las
tres tangentes cuspidales son rectas concurrentes en un punto.

Una cudrtica es racional cuando tiene tres puntos dobles pero también
cuando tiene un punto triple. . i

Tomando éste como vértice A; del tridngulo de referenma Ia ecua-
ci6on de la curva asume la forma:

XglUg (X1Xg)—Uys (x1X2) =0 v

siendo uz y uy formas ordinarias, la primera cubica y la segunda bicua-
dratica. ;

Carituro II1

CUARTICAS BICIRCULARES OBTENIDAS COMO ENVOLVENTE
DE UN HAZ DE CIRCUNFERENCIAS ORTOGONALES A UNA
CIRCUNFERENCIA FIJA Y TENIENDO SUS CENTROS -
SOBRE UNA CONICA

Cada cuartica bicircular es racional cuando tiene tres puntos dobles
de los cuales dos coinciden con los puntos ciclicos del plano y puede consi-
derarse como la envolvente de una circunferencia ortogonal a una circun-

ferencia fija y cuyo centro pertenece a una cénica llamada de referencia.

‘Sean en efecto:
= (X—a;)24y—B1)2 =r;2 (120’1172)
las ecuaciones de treé circunferencias ortogonaies a las circunferencias
dadas; cualesquieras sean las constantes \;, k;, A; la ecuacion:
(1) 20Co+21,C1+2,C2, = O

representara otra circunferencia que goza de las mismas propiedades.
Las A son proporcionales a las coordenadas baricéntricas del centro O

-de esta circcunferencia respecto del tridngulo que tiene por vértices los

centros de las tres primeras.

Puesto que por hipétesis O pertenece a una cénica, las A estaran liga-
das por una relacién del siguiente tipo: 3

10,12

(1) Eikaikh 7\.;\=O B =i
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Para 'hallar la -envolvente de la circunferencia (11) mediante la con-
dicién (1), escribamos: ’

y tendremos las ecuaciones

17 Co+prCi+44qC, = O,
) a11P%+2a;9Pq+22202+221P +22029+290 = O

las que habremos de combinar con las ecuaciones derivadas respecto de
P, q, de la siguiente:

a11P? +2215Pq+-2229%+ 2891P+28020+200+2 p (Co+C1p+C2q) =0
Tales ecuaciones son: .

01 + a11.p "Fa'12 qa+ pC; =0
292 + a12 P + a2 q + pCa=0

Multiplicando respectivamente por p y a y sustrayendo los productos de
la ‘precedente, ‘se obtiene:

ago+2a10P+2a209+pCo=0

‘Estas con las dos precedentes y la ‘(17”) constituyen un sistema li-
neal en p, q, p; la eliminacién de estas cantidades dara la ecuacién buscada
de la envolvente bajo la siguiente forma:

200 201 a0z Co
a0 a1 a12 Gy
ago agy agzy Gy
Co C;, C, O

‘Consideremos dos circunferencias-envolventes consecutivas: éstas se
intersacardn en dos puntos pertenecientes a la cuartica ‘recién  obtenida;
de aqui se sigue pues que todas las: circunferencias:envolverites son bitan-
gentes. En particular, los cuatro puntos de intersecciéon deila:cénica de re-
ferencia con la circunferencia-dada, son los focos de ésta.

Si aplicamos una transformacion por radios vectores reciprocos, te-
niendo por centro el centro de la circunferencia y por potencia el cuadrado
de su radio, cada circunferencia envolvente se transforma en si misma,
aconteciendo lo mismo para la curva envolvente.
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CapriTuLo IV

GENERACICN DE CUARTICAS BICIRCULARES "MEDIANTE DOS
' ‘HACES DE CIRCUNFERENCIAS ‘PROYECTIVAS

§1
Dadas dos ‘curvas «de orden n, ‘f; y f,, formemos la combinacién
£, 4 My = O

se tiene pues asi el haz de curvas de orden n que tiene n2 puntos comunes

como :puntos -base del haz.

A cada curva del haz le corresponde un wvalor de lambda reciproca-
mente.

Sean @1 ¥y o 6tras dos curvas de orden n, y formemos analogamente
el haz

¢1 + n g2 = O
con n’2 puntos comunes.
Establezcamos ahora una correspondencia entre los pariametros
lambda y 'mu, dada por la relacion:
ao)\.k + (X,]_?\.k"]L + ...... Oy = O
en que las a;-son -polinomios :de -grado K’:en la férmula anterior.

Dado un valor de p, a éste corresvonderan K valores de lambda, esto
es K curvas del haz

£, + Af, =0

'y ‘analogamente ‘dado un valor de :lambda aéste corresponderian K’ valo-

res de p esto es K’ curvas de

¢1 + p =0

Se establece de esta manera una correspondencia de orden (K, K’) entre
las curvas de ambos haces. -

Dada ahora una recta en-el plano comtn a los dos ‘haces, ésta encon-
trara una curva del primer haz, relativa al parametro 1;, en n puntos.

Al parametro 1; corresponden K’ parametros p, esto es K’ .curvas del
segundo haz, que intersecarian la recta dada en n’ K’ puntos, correspon-
diendo a cada una de estas curvas, K curvas del primer ‘haz que-encontra-
ran la recta dada en n. K puntos.

Si ahora queremos determinar el nimero de puntos unidos de una co-
rrespondencia obtenida de esta manera 'y ‘llamada de Chasles, bastara
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poner en la ecuacién que liga los parametros, lambda =— mu y tendremos
asi n.K 4+ n’.K’ puntos unidos.

Estos son los puntos comunes a las parejas de curvas correspondlen-
tes en ambos haces.

El lugar de estas interseéciones, por encontrar a la recta dada en
n.K + n’ .K’ puntos, sera de este orden: n.K 4+ n’ .K’.

En el caso de ser K — K’ = 1, esto es que la correspondencia sea una
proyectividad, su lugar geométrico sera de orden n -+ n’ y en el caso par-
ticular de ser atin n =— n’ — 2, esto es, qce ambos haces lo sean de cénicas,

se tendra como lugar geométrico de las intersecciones de las curvas corres-
pondientes en los dos haces proyectivos, una cuartica.

En el caso de que los dos haces sean haces de centros proyetivos, se
tendra una cuartica bicircular.

Consideremos la ecuacién que ligan los pardmetros A y n en el caso de
una proyectividad:

(@ap+b)r4cp+d=0
esto es s
cp-+4+d
anu —l— b
puesto que la proyectividad de este género puede considerarse como el pro\-\
ducto de un cierto nimero de relaciones simples tales como:

alu+DbA+cp+ d=0esdecirjh —= —

m
A=kp;rA=p+h; A= —
' 1

podemos considerar la ecuacién de la proyectividad en una de estas tres
formas.

§2
Consideremos la primera: A=k

sean C; = x2 4+ y2 4+ ax 4+ by +¢= 0
Co = x2 + y2 + a’x + by + ¢’= O

las ecuaciones de dos circunferencias.

Se forma el haz
, C]_ —l— )\- C2 = O
(14-2) (x24-y2) 4 (a+3a’ M) x+ (b+Db’ M) y+c+ Ac’=O0
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sea analogamente ‘
C:+pnCi=0
otro haz; por lo tanto es
(x2+y2) 4+ mx+ny +p+p 24y +mxtnyp)—0

en que la & y p estan ligadas por la relacién » — k p; hallemos el lugar
geométricos de las intersecciones de las circunferencias correspondientes:

AN @AY+ @F DIt (@ de—o
(b+DbPLNy+c+ 2c’=0 :

x>+ y?+mx +ny+p+ A
x e b st ==
T 4+ +m’x+0n’y+p’)=0 k
Cy ) Cy Cy
A= — s Uy = 3 kCy C3 —C;C4 =0
C, . k C, ey

k(x2+y242a'x4-2by+c') © (x24y?+2mx4-2ny+p) —
—(x24-y24-2ax4-2by+-¢) (x24-y2+4-2m’x+2n’y+p) =0

(k—1) (x>+y2)24k(x>+y?) [(2a’x+ab’y)-+ (2mx+2ny)+(c+p)] —
: (x2+4y2) [(2ax+-2by) + 2m’x+2n’y) + (c+P’) ]+
k(2a’x-+2b’y+-¢’) Cmx4+2ny-+p)—(2ax+42by+c) (2m’x+2ny-+p’) =0

de donde en definitiva:

(k—1) (x2+4-y2) 2+ (X2—l—Y2 {2 [k(a’4+m)—(a+m’) 1x4-2[k(b’+n)—(b+4n’) ]
Yy FRLEHD) k—(c+p) +4 (ka'm—am’) 14y [ (¢'+p) k—
(c+p’) 4 (kb’n—bn’) ]4+2xy[2k (a'n+b’'m) —2 (an’4-bm’) ]+
2x[k(a’p+me’)—(ap’+cm’) 42y [k (b’p+c’'n)—(bp’+cn’) ] -+
ke’ p—cp’ :‘O

Como puede verse se tiene una cuéartica bicircular, en el caso de ser K 1,
teniendo sus puntos fundamentales las coordenadas:

k(a'4m)—(atm’)  k(b'4n)—(btn)
2(1 — k) ’ 2(1 — k)
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éste coincidira con el origen si:

} a 4+ m’
k(a’>+tm) — (a+m’) = O I = :
a’ + m
‘k(b’4+n) — (b+n’) = O E ==
b +- n
esto es si: v
| R
‘a’ 4+ m b> + n
en particular si
a’ — —m a— —m’ bP—=—-—myb=-—n’

esto es, si los centros de las circunferencias C; y C, son simétricos respecto
del origen, y asi también los centros de las circunferencias C, y Cs; esto
es que el cuadrilatero C; C, C; C, es un paralelogramo cuyas diagonales
se cortan en el origen. _

Si K =1, entonces, la ccrva se reducird a una cibica.

Si se tiene

c p ap +cm b p+cn

= k =ky ="k
¢ P ap 4+ ¢ m bp +¢cn

entonces el origen sera un punto doble como en la hipétesis de que los dos
haces tengan el origen como punto de base comin.
En este caso la ecuacién de la curva toma la forma:

(k—1) (x2+4y2) 2 (x2+y?) {2(k(a’+m)]—(a+m’)Ix+2[k (b'+n)—
(b+n’) |y t+4x2(ka'm—am’) +4y?2 (kb’n——bn’v)'—l- 2xy[2k(a’n+b'm)—
2(an’+4-bp’)] — O _ :

y las tangentes en el origen estaran dadas por:

432 (ka’m—ma’) 44 (kb’'n—bn’ ) +-4i[k (a’'n+b’'m) -— (an’+bm’)] = O

2 (ka’m—--amf)

y segun que sea A — O, se tendra respectivamente, un nodo, un punto

-

aislado o un punto cuspidal.

]

[k (a’n+b’m)—~(aﬁ’+bm’) 1+ V [k(a’n+b’'m)—(an’+bm’) ]2—4(ka’m—am’) (kb’n—bn’} |

|
l
(
4
:
L
l
¢
¢
€
E
[-
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CariTturLo V

CUARTICAS -BICIRCULARES OBTENIDAS MEDIANTE
LA INVERSION CIRCULAR DE UNA CONICA K

§1

Sea u un plano g K una c1rcunferenc1a de centro O y radio r situado
sobre .

Denominase inversién respecto de la circunferencia fundamental K
la transformacién del plano u en si mlsmo que en cada punto P distinto de
O hace corresponder al mismo aquel. punto P’ de la semirecta OP, que sa—
tlsfaga la relacion OP.OP’ — r2.

El punto O llamase centro, r el radio y r2 la potencia de la inversién.

Una interseccién circular estd individualizada por el centro y por el

radio; o bien por el centro y una pareja de puntos correspondientes o atn
por dos parejas de puntos correspondientes.

Esta admite como puntos unidos todos y solamente los puntos de la.

circunferencia de inversién. _

Tal inversién puede atn definirse como aquella transformacién que
a cada punto P distinto de-O hace corresponder la interseccién de la recta
OP con la polar de P respecto de K.

Las figuras correspondientes en una inversién circular se dicen in-
versas la una respecto de'la otra.

Una figura inversa a si misma, llamase analagmatica.

Una inversién circular transforma a cada recta que pasa por el cen-
tro, en_Si misma y a cada recta que no pasa por el centro en una circunfe-
rencia que pasa por el centro; a cada circunferencia que pasa por el centro
en una recta que tampoco pasa por el centro, y finalmente a cada circun-
ferencia que no pasa por el certro en una circunferencia que tampoco pasa
por alli. . : i

Una recta que pasa por el centro de inversién es analagmatica.

Toda linea analagmatica es la envolvente de una circunferencia mévil,
cuyo centro describe una curva denominada de referencia.

Cuando la curva de referencia es una coénica, la curva analagmatica
toma el nombre de ciclica.

. Precisamente: Si la curva de referencia es una ehpse 0 una hlporbola
la ciclica es una cuartica; cuando la curva de referencia es una parabola,
la ciclica es una ctibica que pasa por el centro de inversién.

" A las inversiones circulares se las denomina también transformacm-
nes por radios vectores rec1procos
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En coordenadas cartesianas ortogonales las férmulas de transforma-
cién son: _ A

‘ . Tr2x Y
X1 — ————— L i
- xX*y? X¥4y?

La inversa de una curva de orden n pasando r veces por el origen y
s veces por los puntos ciclicos del plano, es una curva de orden 2n —
‘(r -+ 2s8) y pasa por los puntos ciclicos del plano (n — s — r) veces y
(n — 2s8) por el origen. ' 4
| Si se transforma pues, una recta, deberi tenerse una cénica que pasa
por los puntos ciclicos del plano y esta cbnica serd por tanto una circunfe-
rencia; si se transforma una cénica que no pasa ni por el origen ni poi‘ los
puntos ciclicos del plano, debera tenerse una cuartica que pasa dos veces
por los puntos ciclicos del plano.

- Si en vez la cbénica pasa por el origen, simplemente se tendra una ci-
bica que pasa una sola vez por los puntos ciclicos del plano y dos'veces por
el origen.

Por lo tanto, transformando una cénica cualquiera, se obtendra uns
cuartica bicircular que posee un punto doble, esto es, una cuartica racional.

Sea por ejemplo la ecuacién general de la cénica:

a11X? + 2a19XyY + as2¥2% + 2a:3X + 2as3y + azz; = O

ria,;x? ria,,y?2 2a;,rtxy 2a1;31r2x

GE+y)E | GEyDE T By T atyE x2-4y?

az;(x2 4 y2)2 4 2r2(a;3x + as3y) (x2 + y2) + rt (a;1x2 +
a20y?% + 2a;9xy) = O

225312y

- +

el origen es un punto doble y sus tangentes estarin dadas por:

d11X2% + as9y2 + 2a;5xy = O
a;1d2 + 2a;5 A 4 a5, = O

2= —aF Valzz — 211859
ajy

El origen sera pues un nodo, un punto aislado o un punto cuspidal se-
gln sea: ;

-+ azs =0

TGS W W T TS s e
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para estudiar el comportamiento en el infinito escribamos:

X1
X — iy =
Xo
Xy
X -+ iy =
& X2x,2 e la X1+X, - | xl——x2 xlx2 '
JD ; X0'4 13 . X0 &8 +
(X14-x5)2 ° ' Xix,)2 . Xy 2 X0 2 E
g T2— - rta., (Xi+Xs) a1 o B o BURCRIERRT,
4X_0 ——4XO2 . b > XOZ .

4a33%1%Xo? + 4r?a XX 12X, + 4r2a;3XeX;Xe%—48,,ir2% X 2x, +
4853ir?XoX X2 + r*a,1X02x12 - 2rta;;Xo2x X, + rta;1X¢2xo2—rtay0X02x 24

21‘4322)(02}(]Xz——r4322X02X22—2312r4X()2X1_2 + 23121‘4iX02X22 = — O
Xo _ —2(213 + ay3i) +2 | (2152 —a,,2 + 2ia13825) —(a11855—892855+21 (a10843)
X} r2(a;;—aqgs + 2312i)

Estas pues serian las ecuaciones de las tangentes a la curva en el pri-
mer punto ciclico.

Anéalogamente podrian hallarse las del otro punto.

Se ve que éstas no pueden commdlr jamas, puesto que en ese caso de-
beria verificarse la relacmn

ar;—azs + 2ia;, = O

lo aue es imposible si se considera que la cénica es real.
Unicamente en el caso a12=0; a;;—a,,, esto es en el caso de reducirse la-
cénica a una circunferencia tal cosa seria posible, pero excluimos este caso
‘por cuanto aqui se obtendria mediante la transformacién, otra circunfe-
rencia.

Para las caracteristicas Pliickerianas de la curva se tiene, en el caso
de ser el origen un nodo o punto aislado:

clase =— n . (n—1)—2d _3K=2=6

En el caso de ser el origen un punto cuspidal: !
‘ clase — 5
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§2
Consideremos algtn ejemplo:
Si transformamos una hipérbola equildtera representada mediante la
ecuacién x? — y2 — a2 | se obtiene la lemmniscata de Bernoulli:

X2 — y2 = g2 (X'.Z + y:Z)‘_!
1_
(x? 4 y2)2 —_—— (x2 — y") =0
. d, N g .
Esta curva es 'el lugar de los puntos tales’:“q'ue? el producto de 'las dis-
tancias de los mismos a dos puntos fijos del plano, sea constante e igual
al cuadrado de la semidistancia entre esos mismos vuntos.

Los dos puntos fijos se denominan focos de la curva, teniendo en nues-
tro caso las coordenadas

(—-—1:: n) : (.— S W o)

\a V2 a V2

esto es tienen como coordenadas los valores reciprocos de las coordenadas
de los focos de la hipérbola. "

Hemos dicho al principio de este capitulo, que la transformacién por
radios vectores reciprocos podia definirse como aquélla que a cada punto P
hace corresponder la interseccién de la ligada P con el centro de inversién ,
con la polar de P respecto de la circunferencia de inversién.

Puesto que tal ligada es perpendicular a la polar, la cuartica que se
obtiene, después de la transformacién, puede considerarse asimismo como
la curva podaria de la cénica envolvente de las polares de los puntos de la
cbnica lugar, respecto de la circunferencia de inversién.




