PRIMERA PARTE

TRANSFORMACION DE UN GRUPO DE VECTORES
ASIMETRICOS EN UN SISTEMA
DE VECTORES SIMETRICOS

Por el Ingeniero Quimico WALTER E. DAUB

El problema que nos proponamos desarrollar es el siguiente: Dado el
sistema de n vectores coplanares concurrentes en O:

. — —>

OA1 : OA2 , OAS 5 OA4 i i i s, Wi OAn 1, OA, cuyos médulos designaremos
con las letras A, ,A,, Az, ...... A..1,A, y cuyos argumentos designaremos
con las mismas letras mintisculas, esto es: a; , a5, a3, - . . .. ... o1-5 8n s

respectivamenté, cualesquiera, hallar un grupo de s'istemasv simétricos de
vectores concurrentes que sea equivalente al sistema dado, es decir, que
tenga la misma resultante. ‘

Entre todas las soluciones posibles, estudiaré el caso particular en que
los sistemas equivalentes tengan todos la misma simetria de orden n y, como
caso restrlngldo aquél en que el sistema dado tenga una resultante nula.
Se trata de un problema algebralco que se presenta por ejemplo, en Electro-
tecnia, cuando se aborda el estudio de lineas o méaquinas polifisicas funcio-
nando con fases desigualmente cargadas o bajo tensiones desequilibradas.

Sabemos que un sistema simétrico
de vectores cdncurrentes de orden n
estsd formado por n vectores cuyos mé-
dulos tienen el mismo valor A, comtin
y cuyos afijos M;, My, ..... . T Mn
dividen a la circunferencia de radio
r— A en n partes iguales. Tomando
uno cualquiera de ellos como origen de
" fases, los n vectores M(») estaran dados
por los n valores que da la férmula de
De Moivre:

(1) M(n) A ( cos kW—l-—isen 2—1:—7—-:)

éffibuyendo a k n valores enteros consechtivos generaimente de O a (n-1)
meclusive. Que la (1) efectlvamente no da méas de n valores distintos, a sa-
ber los n obtenidos haciendo variar k entre O y (n-1), se puede probar de
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inmediato. Para ello hagamos a k mayor que n-1, esto es, igual a un mlti-
plo de n més un nimero p comprendido entre 0 y n-1:
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k—=~£n-+p Donde £ es un entero cualquiera,
i y O < p =< (n-1)
1 - Tendremos, reemplazando en el argumento de la férmula de De Moivre:
i 2 k =« _ 2277: 4+ 2fn

| n
y por consiguiente, este argumento no difiere méas que en un niimero entero
de circunferencias de aquellos encontrados anteriormente.

Los valores dados por (1) son las
raices de la ecuacién binomia:

(2) z2 — A = O

Esta ecuacién tiene, como asi lo
confirma la (1), n raices distintas. Se-
gin la paridad de n, tiene una o dos Ms—
raices reales. Si n es impar tiene una,
sl es par, tiene dos, iguales respectiva-
mente a A o, en el caso de ser n par,

a +A y a —A. Las raices complejas
son conjugadas de a pares y se obtie- 2, ; e
nen estos pares dando a k dos valores
complementarios a n, esto es k y (n—k) =— k’. Para probar esto tiltimo reem-
placemos el valor kK’ en la (1), teniendo:
v . A(cos Afp—k)= ks seh,ﬂn_ﬂ)

n n

= A(COS (27-5_%_%1_?) + i sen(zﬁ_w))

n
= A(éos 2h — 1 sen Zk—ﬁ —
n n

— al conjugado de z. Por consiguiente, la (1) puede escribirse en Ia
forma general

. ; 2
(3) z:A(coszin—_isen kﬂ:)
en la que bastard dar a k los valores 0, 1, 2, ....... e si n es par y log

2
‘(n—1) -

wloren O 108, ao na s - si fuese n impar.
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A los efectos de estudiar con méas ecomodidad las propiedades de estos
vectores simétricos, raices de la ecuacién binomia (2), hagamos la substi-
tucién

A x

gsiendo A el médulo comtn de dichos vectores, esto es el nfmero positivo

‘igual al valor aritmético de V A= con 1o cual, después de simplifiear ten-

dremos :
(4) » —1 =0

Vamos a escribir ahora unas cuantas propiedades referentes a las raices

 de las ecuaciones b1nom1as Jlas que hardn falta para lo que sigue:

LEMA a) Las raices comunes a las ecuaciones binomias

k. == y x™ = 1, son también raices de la ecuacién binomia
x1 — 1 = O, siendo q el maximo combn divisor de m
y de n. Para probar esta asercién recordemos de la divisibilidad de poli-
nomios que, si es q el maximo comiin divisor de m Y n. serd x9 — 1 el
méximo comtn divisor de los binomiosx® — 1 y x® — 1, es decir:
(5) = —1 = (x1 — 1) Pa_, (x)
x*— 1 = (x1 — 1) Po_q (x) ;no teniendo los polinomios

de orden (n-q) y (m-q) indicados con las caracteristicas de funcién usuales
(P con el grado como subindice) ninguna raiz comiin. Por consiguiente, las
raices de x2 — 1 — O son las raices comunes de ]as ecuaciones binomias consi-
s1deradas de grados n y m respectivamente.

LEMA b) Toda potencia de una raiz de la ecuacién binomia
x» — 1 = 0O

es asimismo raiz de la misma ecuacién. ILa prueba de este lema es sencillisima :
Si fuese por ejemplo a raiz de la ecuacidn, se tendri que

a® = 1 ; pero entonces también la potencia aP debe ser, necesariamente
raiz, desde que :

ol Y% e (ah) P e 1P i )

LEMA c) Si es n un ntmero PRIMO, todas las raices de la ecuacién
— 1'="0 pueden ser representadas mediante la sucesién.
8oy aBegalbea sy i gl il R AR g enqueaesUNACUALQUIERA
de las raices de dicha ecuacién binomia (para lo que sigue, =f= = 1)
Vamos a demostrar este lema, que tiene mucha importancia. Por eI
lema anterior, todos los términos de esta sucesién, son, por ser a una raiz
cualquiera de la acuacién binomia dada por hipétesis, raices de la ecuacidn,
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Hay que probar rigurosamente que son distintas. Supongamos que no lo fue-
sen todas, en cuya caso se podria tener
al — a~

enqueqyr son como es obvio, enteros positivos comprendldos entre 1 y n.
. Supongamos que fuera q el mayor de ambos niimeros. En tal caso, la
1gua1dad anterior puede escribirse de esta manera:

a* (a9—*— 1) = O y, puesto que por hlpotesm a mno es nula
deberia ser raiz de la ecuacién binomia:

(6) ai—* — 1 :=0

pero, estando g y r comprendidos entre 1 y n, «a posteriori» se sigue que la
diferencia q—r < n, razén por la cual, y en virtud del Lema a) las ecuacio-

nes (4) vy (®) no pueden tener otra raiz comun que la unidad, puesto que por
hipétesis habiamos admitido que n fuese PRIMO.

LEMA d) Si n' no es un ntmero primo, las potencias de.la sucesién:

a,a%,a%,.....,a%"1, a® no representaran siempre raices distintas,

siendo a una cualquiera de dichas raices, distinta de + 1.
Para ello definamos prmeramente la raiz primitiva de una ecuacién bino-
mia de la forma x* — 1 — O. Llamase raiz primitiva aquella que no satisface

simultdneamente a otra ecuacién de la forma x™ — 1, en que m <n.

Sea.: S
x = cos 2kn[n 4 i sen 2k7[n
una raiz de la (4). -Si esta raiz lo fuese al mism-o‘tiempo de la ecuacién binomia:
x* — 1 = O con m menor que n, deberia ser, necesariamente por el teo-
rema de De Moivre. r

x = cos 2Kn[m 4 i sen 2K=n|/m
y por consiguiente: ' ‘ '
A T 2knw - 2Kz

n . m

igualdad que no puede verificarse sino en el caso de ser:

- : . *z k . 2 . S s .
es decir, en el caso en que la fraceién — no estd reducida a su minima expresién,
sino en que puede reducirse; por simplificacién, a la expresién més simple é—
(esta tltima es mas simple por ser m menor que n)
g Por consiguiente: Si n es primo, todas las raices de la (4), con la excep-

¢ién de la unidad, son primitivas. Sin no es primo, habra tantas raices primi-
tivas como ntimeros enteros haya inferiores a n y primos con él.

PR Y G SRR T SO SR GG
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LEMA e) Si-es a una raiz primitiva de:
x* — 1 = 10 , la sucesién
a5 a2y &%, sww s w s e . a®, representa raices distintas, CUAL-

QUIERA QUE SEA n (Esto es, no importa que sea primo o mno lo sea).
La prueba de este lema es también gencilla. Suponiendo que no fue-

ran todas distintas, tendriamos, siendo q»>t. ., q—1t <n :
ad e a,t .
y at (ai°t — 1)=0 ,y, por ser a=[= O,

deberia ser raiz de la ecuacién binomia

. A ai=t —"] ="0

lo cual es imposible, puesto que q —t < n y por hipdtesis a es una raiz pri-
mitiva de x> — 1 = O. B

' LEMA f) Sim y n son nameros primos ‘entre st, las raices de la ecuacién
binomia : W oL =g O ,
se obtienen multiplicando todas las raices de la ecuacién binomia x»—1 = o
por todas las raices de la ecuacién binomia x™—1= O. Para probar este
Lema f), vamos a probar en primer lugar que el producto de dos raices de
cualesquiera de -estas dos fltimas ecuaciones binomias, es raiz de la:
xmn__]1 — 0 » .
Seguidamente pr‘obar‘em‘ds' que todas las raices asi obtenidas son distintas
entre si. Sean los argumentos de las raices de x»—1 =0 y de:
xn —1 = O, respectivamente

EP Y o 2q® econ [p=1,2,8 ... !
m n :
_q:‘172)3,-.--..n
El argumento de sus productos seré:
2n (qm —+ pn)
C mn ) ;
1o que evidentemente prueba que este argumento es el de una raiz de la ecuacion
binomia : : ' xmn 1 = O. ;

Probaré ahora que los mn productos asi obtenidos, son distintos, para lo
cual demostraré por reduccién al absurdo que no puede haber dos argumentos
iguales entre dichos mn argumentos. Supongamos que los hubiera, en cuyo
caso se tendria: T ‘ ,

qm +pn=q'm+p'n

con |p’—p|<n 3y |9 —g|am | .
v Esto es: == P—:lf
: : ' . 9 =4 _
que es.un absurdo desde que por hipétesis, m y n son PRIMOS ENTRE .Si.

5
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"LEMA g) de las sucesiones de raices formadas por potencias enteras y
positivas de una raiz primitiva de la ecuacién binomia:

x0—1 — O.
Sean las sucesiones: )
S, =-a% atab a8 ... a2(n-1) g2n
S; = a3, a8 a%al2 .. ........ ,a%n
S, == ar,a®,af?, .. ... .... ,aP? con p < n

El argumento del término general de la sucesién S, sera evidentemente :
2pk =
n
Y, para que los términos sean distintos, bastari con que —l’;— no sea reductible,
esto es, que p y n sean primos entre si. Si en cambio tuvieran un divisor
comtn d, tal que p=dq y n — dm, tendriamos:

2pkn 2qkm=
n o m

Y por consiguiente S, ' no tendria més que m, < n valores distintos y por lo
tanto (n-m) de las raices de x> —1 — O quedarian excluidos de la sucesién
S, . Esto es, como se sabe, el problema que se presenta en los poligonos regu-
lares estrellados. Se. puede decir, que podemos formar tantas sucesiones
Sp en que intervienen todas las raices de la (4), como niimeros haya infe-
riores a, y primos con n. Estas series A

son las que permiten construir los
poligonos regulares estrellados, unien-
do p a p las n partes iguales en que
se divide previamente la circunfe-
rencia, volviendo al punto de parti- ‘
da después de haber pasado una vez
por todos los afijos (= puntos de E
divisién de la circunferencia).

Asi, por ejemplo, el poligono re-
gular estrellado obtenido uniendo dos
a dos los puntos afijos A,B,C,D,E
es el ACEBDA indicado en la figura

de la derecha. c
Después de este breve repaso del
algebra clasica de las ecuaciones bino- )
mias de médulo unitario, volvamos al problema objeto 12 de nuestra presente
monografia. Sean los n vectores concurrentes y coplanares cualesquiera

— —  — ) —> —> i
Yi 55Vg e Vg 5 v s e, Vo.7 ¥ Vs en que n es un entero positivo cual-
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quiera. Sea q> n un nimero primo y a una raiz
primitiva de la ecuacién binomia =x%-—1 = 0. Se podri siempre formar un
sistema equivalente al dado, tal que, indicando esta vez los signos —|— sumas
vectoriales, se tenga:

- e . el A
_A +A + A, 4. ... + Ag.1+ Ay = - lAk
: k—=gq
—p — —> — akX>
A S N —
, k:q .
1) e
V —+1 =ar A ,—+a? PA —[—a PA8+ .~}ar@-D A atHAL = =
i s ol k¢ l)Ab
Vo=ran A4 atm Attt A a Agr o Ag— oy -
k=q _,
— a““Ak
O=arA, }a™A,} a*A;,} ..} arG-DA, ;A g
—_— i b s Py é ak(‘X'l)_Ak
O=a9-'A, }a?9-2A,}.. ... al@-MA, A= g1

formado por los n vectores dados y (g-n) vectores nulos. En efecto, el deter-
minante prmmpal formado por los coeficientes de las incedgnitas no es nulo,
puesto que en cada columna los coeficientes representan los términos de suce-
siones Sp distintas, esto es, formados por los mismos valores pero dispuestos
de diferente manera en cada columna. <Cada columna nos da los componentes
de un grupo simétrico y tenemos (q-l) grupos simétricos de orden q (por ser
a?=—1 y por consngulente ank = Ak ) y un grupo monofésico formado por
q vectores iguales, Aq , superpuestos y dirigidos en el mismo sentido, esto es,
cuyos argumentos difieren en un miltiplo de 27 . HEste sistema lineal se
resuelve con tanta mayor facilidad si notamos que la suma de los coefi-
cientes de cada columna, excepto la tltima, es nula, ya que se sabe que la
suma de las raices de la ecuaclén

x9—1=0
¢
14+ afa2d4-ad 4 ...... +aq—1=a___1l:o por: fer Wiast S0
E B ' y a=[=1
Por lo visto en el parigrafo que trataba de las sucesiones Sp también son
nulas las sumas: 1442 4as ... +a¢(s1). = .0

14+at—lg a2 (a—1) 4 ,...4a(e2)? = O
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Como ademés puede demostrarse por via directa, teniendo en cuenta que
la suma 1 +a? a2z° 4 ...... +ar(9-1) = agre—1 por ser la suma
de los términos de una progresién geométrica de razén aP. Ahora bien, por
ser a una raiz de la ecuacién binomia x%—1 = O por hipétesis, serd ad =1
y por lo tanto aPe — 1P — 1, por lo cual la suma anterior es evidentemente
nula, como se afirmé.

Multipliquemos ahora la segunda ecuacién del sistema (I) por a—!, la
tercera por a—2,...... y la g-ésima por a --! . Es evidente que en estas
condiciones los coeficientes de la primera columna seridn todos iguales a la
unidad y los coeficientes de las deméis columnas ocuparin los puestos corres-
pondientes de las columnas que les preceden inmediatamente. Es lo que
se llama una substitucién circular. Veamos esto mediante el algoritmo de
la sumatoria:

— k =9 —» k:q_l B
e L L
k =1 k = O
—» 9—1
V,.a—i= 2 S SR — RNy
:: k:o
—> q —» q——l
Vna'—(n‘l) —_ E a(k'l)(n'l)Ak= 2 ak(n'l)Ak+l
ko=l '
q- —>
O.a—2 =0 = 2 _k+1 e
: , ke
. q-d
Q.:alvte=Oaxs Ea“(q I)Ak +1
: k=0
Si admitimos, para mayor uhiformidad en' la notacién sumatoria, que los
que los vectores _\';,, —+ 0 \7,:—1(— 5 B0 & e Vq.l y Vg,— (n-q) en total —, sean

todos nulos, tendremos, sumando miembro a miembro las igualdades anteriores,
incluso la primera del sistema (I):

k=q—1_, g=lg—1 - __ .qa—Ll_, q—1
2 Vk+1.a'»k —— z 2 ai“Ak-{_l :2 (Ak+1 2 ajk)::
k = O j=0k=0 k—O j—oO

(desglosando el primer sumando de la sumatoria de indice k)

—, q—1 q—1—» q—1

Ay o 2% ok Bt Rl = qA, puesto que,



eomo hemos visto antes, la suma
2 aik — O para todo k compren-

dido entre 1 y q —1.

Entonces, a posteriori, es nula la doble sumatoria anterior por serlo ca-
da uno de sus sumandos. Teniendo ahora en cuenta que todos los vectores

V. son nulos desde (n+41) hasta q inclusive, podemos escribir, en definitiva:

B k=n_ .
q. A1 e ; 2 Vk . a 1-k
' k=1
Del mismo modo, multiplicando la segunda ecuacién por a—2, la tercera
HOE 8% - ivus la Gltima por a2 (1), tendremos, sumando luego todas miembro
a miembro, como hicimos en el caso anterior:
— k:n—>
q.A2= E Vk.az("“)
k=1
- v k=n__
(H) q e Bn, == 2 i a0 1k
; k=1
k=—n :
P a ks (Por ser a4 (1-k) —=1)
q.A, = 2 Vk
g (para todo k)

e

Por consiguiente las componentes A, se expresan linealmente en fun-

cién de los vectores dados, adjuntando la ecuacién binomia:
x¢—1=0 en que q es un nimero primo

mayor o igual que n. Si en particular, n es un nmero primo, n=gq y ten-
dremos: o

k—n
L e @ FVIEL (1=p<n)

A :k:1

n

(I

P
en que a es una primitiva
de x» —1 = 0.
(Léase: La sumatoria dividida por m).
Si n no es un ntmero primo, las férmulas del tipo genérico de la (I11)

son afin valederas; solamente que aqui los grupos simétricos no tienen todos
el mismo orden de simetria n: los grupos son resolubles en otros subgrupos de

menor orden de simetria. Un caso de mucho interés en la préctica es aquel en
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que el sistema de vectores tiene una resultante nula. Es facil ver, desde luego,
que en este caso el término uniféasico es nulo. Para probarlo, volvamos a es-
cribir la Gltima ecuacién del sistema (II), esto es:

_ k=—n :
q.4 = =Sy = O por ser la suma veec-
k=1 "
torial de todos los vectores del sistema desequilibrado dado igual a la resultante
y ser ésta nula por hipétesis.” Por consiguiente, debera ser, necesariamente: -

Ay = 0O Pporaex q=]= 0.

y esto es lo que queriamos probar. '
Si llevamos los valores de.A: g A; ’ A; y - - - Ag,dados por el sistema (II), .
ul sistema (I), tendremos las siguientes identidades:

—_—p ].—n—-b

k=q
(IV) 9. V= E [alp-1)k | E V; . ak(t-i)]

. k=1 j==1
Variando p entre 1 y q ineclusive y teniendo siempre en cuenta que

para tode p mayor que n, hasta q inclusive, los respectivos V; son nulos.

El problema propuesto estd, pues, resuelto. Veremos en la segunda parte
de este trabajo una aplicacién de las identidades (IV) o de las ecuaciones del
sistema (I), del cual el (IV) es consecuencia directa, a la resolucién de las
ecuaciones algebraicas méis generales de segundo, tercero y cuarto grados, por
un método que asi nada tiene de artificioso ni rebuscado, pues es completa-
mente uniforme para todas ellas.

Fin de la primera parte.

WALTER E. DAUB
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