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Resumen

Este trabajo propone un analisis de sensibilidad para analizar la relacion entre
educacion y salarios. Para diferentes politicas que incrementan la proporcion de
graduados universitarios, derivamos cotas para los cuantiles de la distribucion con-
tra factual de salarios. Luego usamos esas cotas para cuantificar la robustez de
distintas conclusiones de interés. Nuestro analisis empirico sugiere que una politica
de educacion dirigida a individuos en los cuantiles mas bajos de la distribucion de
salarios puede contribuir a reducir la desigualdad aun en presencia de un conside-
rable sesgo de seleccion.
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Abstract

This paper proposes a sensitivity analysis to analyze the relationship between edu-
cation and wages. For different policies that increase the proportion of university
graduates, we derive bounds for the quantiles of the counterfactual distribution of
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wages. We then use these bounds to quantify the robustness of various conclusions
of interest. Our empirical analysis suggests that an education policy targeting indi-
viduals in the lower quantiles of the wage distribution can contribute to reducing
inequality even in the presence of considerable selection bias.

Keywords: sensitivity analysis, quantiles, treatment effects, inequality.
JEL Codes: C1, C31, C54,J3, 126.
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I. INTRODUCCION

La evaluacion de politicas contrafactuales es de gran importancia en
economia. Preguntas como “;cual es el efecto de un aumento en los afios de
educacion de los trabajadores?” o “;cémo impacta un aumento en la proporcion
de trabajadores sindicalizados en los salarios?” son de gran relevancia practica.
Usualmente, para poder identificar los efectos de una politica contrafactual, es
necesario hacer supuestos fuertes sobre la interaccion entre las variables
observadas e inobservadas. Por ejemplo, si estamos pensando en el efecto de una
politica que incrementaria los aflos de experiencia de ciertos trabajadores, tenemos
que hacer algunos supuestos sobre como van a interactuar las habilidades de los
trabajadores (una variable no observada) con los afos de experiencia y
posiblemente con otras variables observadas (educacion, género, edad, por
nombrar algunas).

Por otro lado, las politicas contrafactuales pueden tomar muchas formas.
En este trabajo en particular nos enfocamos en politicas que incrementan la
proporcion de individuos bajo cierto tratamiento. Dicho tratamiento podria ser
pertenecer a alglin sindicato o haberse graduado de la universidad. La pregunta de
interés es entonces: cudl es el efecto de dicha politica en los cuantiles de una
determinada variable de resultado. En lugar de hacer supuestos que nos permitan
identificar dicho efecto, vamos a proponer un analisis de sensibilidad que funciona
de la siguiente manera. Primero caracterizamos el conjunto de efectos compatibles
con relajaciones graduales y continuas de los supuestos que arrojan identificacion
puntual. Luego, dada una cierta conclusion de interés, por ejemplo, que el efecto
en la mediana sea positivo, el analisis de sensibilidad provee un punto de quiebre
con la siguiente interpretacion: una relajacion de los supuestos mas alla del punto
de quiebre no nos permite inferir que la conclusion se cumple.

Nuestra aplicacion empirica analiza la relacion entre educacion
universitaria y salarios. En este caso, es de esperar un considerable sesgo de
seleccion entre graduados y no graduados universitarios. Usando datos de la EPH,
consideramos diferentes tipos de politicas contrafactuales que incrementan la
proporcion de graduados universitarios. Luego hacemos un analisis de sensibilidad
para analizar la robustez de conclusiones del tipo: “un aumento en la proporcion
de graduados universitarios incrementa en un 10% el decil 20 de la distribucion de
salarios”. Un tipo de politica contrafactual que parece ser relativamente robusta a
la heterogeneidad es la siguiente: un incremento en la proporcion de graduados
universitarios dado por aquellos individuos que estan en la cola izquierda de la
distribucion de salarios. Si nuestra conclusion de interés es un efecto positivo en
los cuantiles mas bajos de la distribucion de salarios, dicha politica es
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relativamente robusta. Esto sugiere que la educacion podria contribuir a reducir la
desigualdad.

Un ejemplo sencillo nos va a ayudar a entender cémo relajamos los
supuestos de identificacion. Supongamos que estamos en una situacion en que el
tratamiento ha sido asignado aleatoriamente a una proporcion p y los individuos
cumplen perfectamente. Esto es, los individuos toman el tratamiento que les fue
asignado. La distribucion incondicional de la variable que nos interesa es un
promedio de las distribuciones de los individuos bajo tratamiento y los individuos
bajo control. Los pesos de dicho promedio son p y 1 — p. Ahora, nos podemos
preguntar como cambiaria esta distribucion si, en vez de asignar una proporcion p
al tratamiento, asignamos una proporcion p + §. La respuesta es simple: dado que
la asignacion original fue aleatoria, entonces basta tomar las dos distribuciones
condicionales y promediarlas con los pesosp + 6 y 1 — p — §. Sin embargo, quiza
nos preguntamos: como cambiaria la distribucién incondicional si tomaramos
ciertos individuos con ciertas caracteristicas del grupo de control y los
asignaramos a tratamiento. En este caso, los nuevos tratados ya no van a ser
comparables a los que ya estaban en tratamiento. Entonces es poco probable que
el procedimiento de promediar las distribuciones condicionales con los pesos p +
6 y1—p— & nos dé la respuesta que buscamos. El analisis de sensibilidad parte
del supuesto de que los nuevos tratados son iguales a los que ya estan tratados, en
cuyo caso el nuevo promedio es valido, y de a poco relaja el supuesto de igualdad.
Esta idea incluso funciona si el tratamiento original no es aleatorio en primer lugar,
es decir, si hay algtn tipo de sesgo de seleccion. El analisis de sensibilidad solo se
enfoca en cuan diferentes (en cierto sentido que vamos a definir mas abajo) pueden
ser los nuevos tratados de los tratados originalmente.

El analisis de politicas que modifican la proporcion de individuos bajo
tratamiento ha sido tratado anteriormente en Firpo, Fortin y Lemieux (2009),
Heckman y Vytlacil (1999, 2001, 2005), Carneiro, Heckman y Vyltacil (2010,
2011), Martinez-Iriarte (2020), Martinez-Iriarte y Sun (2020) y Rothe (2010,
2012). Nuestro trabajo se distingue de los anteriores en el sentido de que no
ponemos practicamente restricciones en como se lleva a cabo el incremento en
cuestion. Por otro lado, la literatura de andlisis de sensibilidad es bastante grande
y un buen resumen se puede encontrar en Masten y Poirier (2020). Asimismo,
nuestro trabajo hace uso de la frontera de quiebre por cuantiles introducida por
Martinez-Iriarte (2020).
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II. MODELO

El modelo que vamos a utilizar es el de resultados potenciales o potential
outcomes. En este modelo, hay dos realizaciones latentes Y (0) e Y(1). Para cada
individuo solo observamos una de ellas. Sea D la indicadora de si el individuo esta
en el grupo de tratamiento o en control. Esto es, D = 1 si el individuo pertenece
al grupo de tratamiento y D = 0 si pertenece al grupo de control. Para aquellos
individuos bajo tratamiento observamos Y (1) y para aquellos individuos en el
grupo de control observamos Y (0). La clave, y la dificultad, radica en que nunca
observamos ambas realizaciones para la misma persona. El resultado observado
para cada persona se denota Y, que satisface Y = D Y(1) + (1 — D) Y(0).

Nuestro enfoque es no paramétrico. Formalmente, el modelo que
proponemos es el siguiente:

Y(0) = ho(X,U),

Y(1)

h (X, U),

donde h y h; son dos funciones desconocidas sobre las que no imponemos
ningun tipo de restriccion mas alla de las necesarias para asegurar la continuidad
de las distribuciones de Y (0) e Y(1). Las variables observadas son denotadas por
X y las no observadas por U. Dado que el resultado observado satisface Y =
DY(1) + (1 — D) Y(0), podemos simplificar el modelo escribiendo

Y = h(D,X,U),

donde h contiene las funciones que determinan Y (0) e Y (1). Como nos
vamos a concentrar en politicas contrafactuales que manipulan la proporcion de
individuos bajo tratamiento, un parametro importante es p & Pr(D = 1). Una
politica contrafactual es una asignacion alternativa Dsque satisface Pr(Ds= 1) =
p + 6. Cuando reemplazamos D por Dg en la ecuacion para Y, obtenemos un
resultado contrafactual:

Yé‘ = h(Db‘,X, U)

Implicitamente estamos haciendo el supuesto de que la funcidn estructural
h no se ve afectada por la manipulacion en la asignacion.
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Supuesto 1. Continuidad. Las variables aleatorias Y e Y tienen funciones
de distribucion absolutamente continuas con densidades positivas en el interior
de su soporte.

Este supuesto es util para minimizar la notacion. El supuesto de densidades
positivas es necesario dado que estimaremos cuantiles y la varianza de un cuantil
estimado es inversamente proporcional al valor de la densidad evaluada en dicho
cuantil.

Para analizar el efecto de una politica contrafactual, nos vamos a enfocar
en los cuantiles. Esto es, vamos a comparar los cuantiles de Y con los cuantiles de
Ys. Primero introducimos un poco de notacion. Vamos a denotar por F(y) la
distribucion de Y, por f(y) su densidad, y por F(y, o) la distribucion de Y. Esto

es, F(y) =Pr(Y <y), f(y) =dF(y)/dy,y F(y,d) = Pr(Ys < y).Paraundado
7€(0,1), el cuantil 7 de Y se denota F~1(7). El cuantil contra factual se denota

F1(z,).

Siguiendo a Martinez-Iriarte (2020), vamos a enfocarnos en dos efectos. El
primero de ellos es un efecto global:

G(5,0) ¥ F1(56) - F (2.

El segundo efecto que vamos a mirar es un efecto marginal, el limite del
efecto global reescalado:

F'(58)—F'(2)
8

M(?) £ lim

La existencia de este limite depende de la secuencia de politicas
contrafactuales. Una manera de asegurarse que el limite exista es tomando
secuencias de politicas que son aleatorizaciones para distintos valores de J. Por
ejemplo, para un dado valor de & > 0, se selecciona al azar una proporcion ¢ del
grupo de control. Esta secuencia garantiza la existencia del efecto marginal. Los
detalles se pueden encontrar en Martinez-Iriarte (2020).

La diferencia entre el efecto global y el efecto marginal se puede apreciar
en figura 1.
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Figura 1. Diferencia entre el efecto global y marginal.

6 — F~1(1,5)

—p 0 b 1—p &

Fuente: elaboracion propia.

En la figura 1 se muestra la funcion que, para un dado cuantil 7, mapea los
cuantiles contrafactuales como una funciéon de o. Esta funcion es desconocida.
También se muestra su tangente en 6 = 0. La pendiente de esta recta tangente es
el efecto marginal. El efecto global es el segmento resaltado sobre el eje de las
ordenadas. Para dado o= &), este segmento compara el valor del cuantil
contrafactual con el valor del cuantil observado, que corresponde a 6 = 0.

Dado que no podemos obtener la distribucion contrafactual de Y5, vamos a
intentar aproximarla. Para ello vamos a hacer el siguiente supuesto sobre Dg.

Supuesto 2. Monotonicidad. Las politicas contrafactuales Dg satisfacen
Pr(Ds =1|D =0) = 0.

El supuesto de monotonicidad solo permite politicas que llevan individuos
del grupo de control al grupo de tratamiento. No permiten, sin embargo, que
individuos pasen del grupo de tratamiento al grupo de control. El supuesto tiene
un espiritu practico y se puede levantar facilmente a costa de mas notacion.

Un ejemplo de politica contrafactual que cumple el supuesto 2 es el que se

menciono anteriormente en el contexto de la existencia del efecto marginal M (7).
Otro ejemplo es el siguiente: Ds =0siD =0,yDs=1siD=10siD=0y
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Ft (& |D = O) > Y. En este caso, los individuos que entran al tratamiento son

aquellos que tienen un valor de Y lo suficientemente bajo.

Usando el supuesto 2, podemos obtener una expresion general para la
distribucion contrafactual.

Lema 1. Distribucion contrafactual. Bajo el supuesto 2, la distribucion
contra factual estd dada por

F(y,0) = Fs(y) + 6[F(y|D=0,Ds=1)— F(y|D=1)],

donde F,(y) esta dada por

Fa(0) = -p—9Fy|Ds=0)+@+)F(y|D =1).

Prueba Lema 1. Primero notamos que, por el supuesto 2, la poblacion se
puede particionar en tres: los nunca tratados {D = 0,Ds= 0} = {Ds= 0}, los
tratados originalmente {D = 1,Ds=1}={D =1} y los nuevos tratados
{D = 0,Ds5 = 1}. Por lo tanto, podemos escribir:

Fy,0)=A-p—-0)Fy|Ds=0)+pF(y|D=1)+F(y|D=0,Ds
= 1).

El resultado se obtiene sumando y restando SF (y | D = 1).

La distribucién contrafactual depende de F,(y), que llamamos la
distribucion aparente, y de la diferencia entre F(y|D =0,Ds5=1), la
distribucion de los nuevos tratados, y F(y | D = 1), la distribucion de los tratados
originalmente. Esta diferencia refleja la heterogeneidad que tiene el grupo de
nuevos tratados, aquellos caracterizados por {D = 0,Ds= 1}, con respecto al
grupo tratado originalmente. La distribucion aparente se llama asi porque no tiene
esta diferencia y simplemente considera que esos individuos nuevos tratados
provienen de la misma distribucion que aquellos que ya fueron tratados. Por eso
el peso de (p + o) dado a la distribucion F(y | D = 1).

La estrategia para realizar el analisis de sensibilidad es la siguiente. Primero
postulamos un valor minimo y maximo para la diferencia F(y | D = 0,Ds=1) —
F(y|D =1). Luego, usando esos valores obtenemos cotas para la distribucion
contrafactual. Estas cotas a su vez nos permiten acotar los cuantiles
contrafactuales, que nos sirven para acotar los efectos globales y marginales. Si
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supiésemos estos valores minimos y maximos de la diferencia F(y | D = 0,D5 =
1) — F(y|D = 1), entonces nuestro ejercicio terminaria aqui. Sin embargo,
como no los sabemos, vamos a proceder de manera inversa. Supongamos que
estamos interesados en que el efecto global para un dado cuantil tome cierto valor.
Entonces nos preguntamos cuales son los valores de la diferencia F(y | D =
0,Ds=1)— F(y|D =1) que nos permiten concluir esto. En la siguiente
seccion desarrollamos este enfoque.

I1I. ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Como se mencionod anteriormente, la diferencia F(y |D = 0,Ds=1) —
F(y|D =1) no se puede calcular de los datos. En vez de ello definimos las
siguientes cotas minimas y maximas:

L% inf{F(y|D=0,Ds=1)—- F(y|D = 1)},
U % sup{F(y|D=0,Ds=1)— F(y|D=1)},

donde ambos inf'y sup se toman sobre el soporte de las distribuciones. Es
facil ver que L vive entre -1 y 0, mientras que U vive entre 0 y 1. Cuando ambos
Ly U son iguales a 0, esto corresponde al caso donde la distribucion aparente es
la distribucion contrafactual. Caso contrario, hay una discrepancia entre la
distribucion aparente y la distribucion contrafactual. El resultado del lema 1 nos
permite concluir rapidamente que, para todo y, tenemos la siguiente desigualdad:

OL < F(y, o) — F,(y) < 8U.

La utilidad de esta desigualdad para acotar los cuantiles de la distribucion
contrafactual F(y, ) es que podemos usar los cuantiles de F,(y), que se pueden
calcular de los datos. Denotamos estos cuantiles de la distribucion aparente por
Fri(o).

La figura 2 muestra como se procede. La linea solida es la distribucion
aparente con las respectivas cotas F,(y) + oLy F,(y) + oU. La distribucion
contrafactual estd en algin lugar entre esas cotas, pero no sabemos donde
exactamente. Sin embargo, podemos ver que el cuantil de la distribucion
contrafactual, F~(z 6), tiene que estar entre | y u. Estos dos valores satisfacen
las siguientes dos ecuaciones:
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F,(u)+ SL ==

Figura 2. Cotas para los cuantiles contrafactuales

1

Fuente: elaboracion propia.
Si resolvemos ambas ecuaciones encontramos que
l = FA_I(T_ éU),
u= FA_I(T_ 5L),
por lo que, siguiendo a la figura 2, podemos concluir que
FA_l(T_ éU) S F_l('z-,é) S FA_I(T_ 5L).

Es importante notar que la cota superior para la distribucion contrafactual,
oU, ahora juega el rol de cota inferior para el cuantil contrafactual. Lo mismo
sucede con la cota inferior JL. Esta inversion es caracteristica de los problemas
que involucran cotas en cuantiles. Con estas cotas podemos ahora acotar los

efectos marginales y globales.

Teorema 1. Cotas para los efectos. Bajo los supuestos 1y 2, el efecto
global esta acotado por
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Fil(z—oU) —F Y9 <G(1,0) < F7Y (r—6L) — F71(2)

para todo T € (6,1 — 0). El efecto marginal, si existe, esta acotado por

U
< M) - M, (1) <

L
fFFE() ™ CfE()

para todo 7€(0,1), y donde M, (7) es el efecto marginal aparente:

F(F'(0)|D = 1) — F(F~(7)|D = 0)

My(7) & — f(F‘l(‘r))

Prueba Teorema 1. La cota para el efecto global G(z, ) se desprende
inmediatamente de la definicion y de la desigualdad establecida en el texto:
Fii(r—oU) < FY(56) < FiY(r— 68L). Las cotas para el efecto marginal
M () se obtienen tomando el limite cuando 6 — 0 en las cotas (reescaladas) para
el efecto global. Es decir:

. E(e=8U0) - F ' (2) U

}sl_l)r(l) 5 - f(F_l(T)) + MA(T);
Fi'(e=o6L) —F (1) L

550 5 T f(F() Ma D).

Estos limites son derivadas con respecto a 6, evaluadas en § = 0. Es
importante notar que § juega un rol doble: en el argumento de Fi' y en la
construccion de la funcion aparentemente. Por lo que la derivada con respecto a
S es la suma de las derivadas parciales. Para el caso de la primera ecuacion,
tenemos:

Fi'(z=U)—F ' (9) OF ' (z— &) N 0F71(2)
s 5 - a6 a5

donde hemos usado el hecho que en § = 0, la distribucion aparente F, es
la distribucion de Y. Para el primer término tenemos

OF ' (z—8U) U
a5 NIGEO))
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Para el segundo término recordamos que la distribucion aparente estd
dada por

F,) =(1-p—9)F|ID=0)+@+OF(|D =1).

Donde hemos impuesto el supuesto que F(y|Ds=0)=F(y|D =0),
algo que se cumple si seleccionamos individuos al azar del grupo de control.
Ahora, cuando § se mueve, se mueve la funcion F, y luego se mueve la inversa
F;L. Por lo que necesitamos de una derivada funcional. Hay muchos tipos de
derivadas funcionales, pero para el caso de inversas de distribuciones vamos a
usar la derivada de Hadamard. Siguiendo el teorema 21.4 de van der Vaart
(1998), tenemos que:

0F71(7) _ F(FY(©)[D=1)—-F(F (@)D =0)
T )

Juntando ambos resultados obtenemos la cota inferior para el efecto marginal.
Para el caso de la cota superior, la prueba es andloga y la omitimos.

El teorema 1 merece algunos comentarios. La cota para el efecto global
solo se puede aplicar para aquellos cuantiles que satisfacen 7€ (6,1 — 9).
Mientras mas pequefio sea J, o sea, mientras menos individuos se muden de un
grupo a otro, mas cuantiles podemos acotar. Intuitivamente, mientras menos
manipulamos, mas sabemos. La razén matematica por la cual requerimos 7 €
(5,1 — 9) es que necesitamos que simultaneamente 0 < 7—o0U < 1 y que 0 <
7— 0L < 1. Tomando los peores casos posibles en términos de U y L, llegamos a
que 7€ (51— 0). Esta restriccion no esta presente para el caso del efecto
marginal por la sencilla razoén que alli desta yendo a 0, y por consiguiente puede
alcanzar mas cuantiles.

Las cotas para el efecto marginal involucran el efecto marginal aparente.
Este es el estimando propuesto por Firpo, Fortin y Lemieux (2009). Este resultado
muestra que, si hay suficiente heterogeneidad entre las subpoblaciones, el
estimando de Firpo, Fortin y Lemieux (2009) no va a converger al verdadero efecto
marginal. Las cotas para el efecto marginal son mas dificiles de computar dado
que involucran la densidad f evaluada en el cuantil F~1(7). Ambos objetos deben
ser estimados. A menos que se impongan restricciones paramétricas, uno tiene que
recurrir a un estimador no paramétrico como, por ejemplo, un kernel para estimar
la densidad. Por otro lado, la presencia de la densidad evaluada en F~1(7) en el
denominador, nos dice que a medida que zse acercaa 0 0o a 1, F~1(1) se acerca a
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—0o0 0 400, por lo que la densidad se acerca a 0 en ambos casos. Esto ocasiona que
las cotas sean demasiado amplias y por lo tanto posiblemente no informativas.

Con el resultado del teorema 1 estamos listos para explicar en detalle como
funciona el andlisis de sensibilidad. Lo ilustraremos usando el efecto global.
Supongamos que nos interesa que la conclusion G(z, 8) > g(7) se cumpla para un
dado 7y g(7). Inspeccionando las cotas, esto va a cumplirse solo si

90 < Fri(r—dU) - F (9,

porque en ese caso el efecto global vive por encima de g(z). Esto nos
permite encontrar un valor limite de U, que denotamos U (7), donde la desigualdad
anterior se cumple con igualdad:

9@ =F'(r—dU() - F(9),

lo que implica que podemos resolver para U(7):

U(2) = min {max {o,% [c — F,(F1(0) + g(’[))]}, 1}.

Un valor de U mayor que U(7) no nos permite inferir que G(z 6) = g(7).
Es una posibilidad que para todos los valores de U, no podamos inferir G(z, ) >
g (7). En este caso la conclusion no se cumple ni aun relajando al maximo las cotas.
Sin embargo, si nos fijamos en la conclusion opuesta, G(z, 8) < g(7), en este caso
vamos a restringir el valor de L, de tal manera que

Fii(r—6L) — F () < g(9).

De manera analoga, vamos a definir L(7) como el valor del L para el cual
esa desigualdad se cumple con igualdad:

L() = max {min {0,%[1 _ Ry (F(0) + g(T))]}, —1}.

Una comparacion de U(7) con L(7) nos muestra que en realidad son la
misma formula, con las composicién max/min alternada. Esta composicion nos
asegura que U(7) € [0,1] y que L(7) € [-1,0]. Lo Gnico que cambia es que
cuando %[‘r — F,(F71(t) + g(1))] es positivo, entonces es U(7), y cuando es
negativo es L(7). Por lo tanto, el procedimiento es: primero fijamos g(7), y luego
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de calcular %[‘L’ —F,(F71(1) + g(1))], sabemos si es que podemos inferir
G(5,0) >g(1) o G(1,6) < g(7). Luego, interpretamos %[‘L’ —F,(F () +

g(1))] como el valor maximo U(7) que podemos relajar U, o como el valor
maximo (en valor absoluto) L(7) que podemos relajar L.

La descripcion anterior nos motiva a definir el mapa:

1
T-0(1) = S[T —F,(F' (D) + g()]

que es una version de la frontera de quiebre por cuantiles para el efecto
global introducida por Martinez-Iriarte (2020). Mientras que anteriormente nos
fijamos en un cuantil en particular, la frontera se puede computar para todos los
cuantiles 7 € (5,1 — 0), que es donde podemos acotar el efecto global.

Para entender como usar la frontera, supongamos por un momento que
g(7) = 0 paratodo 7 € (5,1 — 0). Entonces la frontera se puede escribir:

1
T-0(1) = 3 [t — F(F71(D)].

La figura 3 contiene una version hipotética de la frontera. Podemos ver que
el plano se divide en cuatro regiones. Donde la frontera es positiva, si nos
movemos mas arriba de la frontera, entonces la conclusion G(z, 8) > 0 quiza no
se cumple. Mientras U se mantenga por debajo de la frontera, entonces sabemos
que G(7 0) > 0 se cumple. Esta region esta pintada de gris. Denominamos a esta
region, siguiendo a Masten y Poirier (2020) como la region robusta. Es importante
notar que la region robusta para G (7, 0) > 0 no restringe el valor de L.

Un analisis similar aplica al caso donde la frontera es negativa. En este caso
L no puede ir mas alla de la frontera, es decir, no se puede acercar demasiado a —1
si pretendemos que la conclusion G (7 8) < 0 se cumpla. Esta es la region en gris,
arriba de la frontera, donde la frontera es negativa. Por lo tanto, un vistazo a la
frontera nos permite tener una idea de para cuales cuantiles la conclusion de interés
es mas robusta.
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Figura 3. Ejemplo de la frontera de quiebre por cuantiles

[
~

Fuente: elaboracion propia.

Por tltimo, es importante remarcar que la frontera no tiene que ser
decreciente. La continuidad tampoco estd asegurada a menos que la ‘funcién’ de
conclusiones 7 = g(7) sea continua.

Para el efecto marginal, si nos concentramos en el caso g(7) =0, la
frontera tiene la misma forma que en el efecto global, sin embargo la interpretacion
es con respecto a conclusiones del efecto marginal M (7). Es posible construir una
frontera para el efecto marginal para caso que g(7) no es necesariamente 0. Sin
embargo, dicha construccion es mas complicada porque involucra la densidad de
Y evaluada en el cuantil incondicional: f (F _1(’[)). Ademas, en términos de
inferencia, la convergencia seria a una tasa no paramétrica. Por otro lado, dado que
el efecto marginal tiene la interpretacion de una derivada, concentrarse en el caso
g(7) = 0 es equivalente a concentrarse en el signo de la derivada.
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IV. ESTIMACION E INFERENCIA

Para un dado 7 y g(7) tenemos que estimar tres objetos:

1
6(t) = 5[t — Fa(F™(@) + ()]

y los valores de U(t) y L(t) que estan dados por U(t) = min{max
{0,0(0)}, 1} y L(t) = max{min {0,6(t)},—1}. Es conveniente empezar por
6(t), dado que para un estimador A(t), podemos estimar U(t) = min{max
{0,9(1)}, 1} y L(x) = max{min {0,@(1')},—1}. Sin pérdida de generalidad,
vamos a normalizar g(7) = 0 para aliviar notacion.

Vamos a suponer que tenemos una muestra iid. que consiste de
{Y;, D;, Dg;}1— ;. Para estimar 6(t), empezamos con el cuantil 7 de Y:

n
F7(x) = arg minz pe(Yi — )
q
i=1

donde p,(u) es la funciéon check de Koenker y Bassett (1978): p (u) =
[T — 1(u < 0)]u. Un resultado estandar que se puede encontrar, por ejemplo, en
el corolario 21.5 de van der Vaart (1998) es que los cuantiles son asintoéticamente
normales con la siguiente funcion de influencia:

_ 1 ~rt—1(r <F?
ﬁ@ﬂwwﬂmzﬁzrf%;m@h%m
i=1

1
= \/_E; po,i + Op(l).

La distribucion aparente F,; se puede estimar por medio de una combinacion
convexa de distribuciones empiricas:

E0) =0 -p-8FWIDs =0)+ B +OHF D =1)

donde los pesos se construyen con p, un estimador de la proporcion de
individuos bajo tratamiento:
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S|r

p= D;

n
i=1

y las distribuciones empiricas estan dadas por

) 1 1w
F(y|Ds =0) = mgz 1(Y; <y) (1 - Dsy)
=1

n
. 1 1
FiylID=1) = mgz 1(Y; <y) D;
P F)

Por lo tanto, el estimador de la frontera es

o 1 JN
6() = 5[t - £ (F )]
donde remarcamos nuevamente que hemos normalizado g(7) = 0. Para
mostrar que la frontera es consistente y asintéticamente normal, necesitamos el

siguiente supuesto:

Supuesto 3. Teorema del limite central uniforme. Para un dado Ty 8, el
siguiente teorema del limite central se cumple de manera uniforme para todo y:

F(y|Ds = 0) — F(y|Ds = 0) a
ﬁ( F(iylp=1)—-F@y|D=1) ) N(0,2r(¥))

donde X (y) es una matriz positiva definida de 2x2 para todo y.

Nos va a ser util definir las siguientes funciones de influencia:
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Vi (FIDs = 0) — F(y|Ds = 0))

11X
= mﬁ;n(n < 1) = D) = F(yIDs = 0)]

1 1w

De manera similar, tenemos que

Vn(FOID =1) - FOID = 1))

D) WZH(YL < )0 = FGID = 1)

s m—z; $1:0) + 0, (1),

donde en ambos casos, el término o0, (1) absorbe la incertidumbre asociada
con la estimacion de p.

El supuesto anterior, junto con una ley de los grandes que se cumple para
P, es decir, p converge en probabilidad a p, y ¢l teorema de Slutsky, nos permite

) - P . .
concluir que F,(y) = F,(y) para todo y. Combinando las funciones de
influencias, tenemos la siguiente representacion lineal:

" 1%
VA(FAO) = Fa ) = = ) #ai) + 0,1,
i=1

donde ¥, ; € y; + 1Pq,;. Es decir, el estimador de la distribucion aparente
es asintoticamente normal.

Por otro lado, en la expresion de la frontera tenemos que F, esta evaluada
en un punto aleatorio: F~(7) + g(r). También se cumple que F~1(7) + g(7)
5F ~1(1) + g(7) por la consistencia de estimador de los cuantiles. Sin embargo,

. . A oA P
esto no es suficiente para concluir que F, (F(7) + g(1)) = F4(F 1 (x) + g9(7)).
Es por eso que necesitamos el supuesto de uniformidad. Esta situacion es analoga
al caso de una secuencia convergente de funciones evaluada en una secuencia
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convergente de puntos. Necesitamos convergencia uniforme para asegurar que la
doble secuencia converja a la funcion convergente evaluada en el punto de
convergencia. Ver ejercicio 9 del capitulo 7 de Rudin (1976). Por lo tanto,

. . . S P
podemos concluir que el estimador de la frontera es consistente: 8(t) — 6(7).

Para obtener la distribucion asintotica de la frontera, luego de algo de
algebra, escribimos la diferencia como 6(7) —6(1) = —%[ﬁ'A (ﬁ'_l(r))—

F,(F1 (T))] Primero vamos a dejar de lado el factor — % y obtener la distribucion
asintotica de la expresion entre corchetes. Para ello, descomponemos la diferencia
F, (F‘l(r)) — F,(F~*(1)) en dos términos.

El primero de ellos es:
£, (ﬁ—l(r)) —F, (ﬁ—l(r))
y el segundo es

F(F1@) - B (F ).

El primer término, usando la uniformidad de su convergencia, se puede
escribir como

-~

B (F@) = B (F1(@) = B(F1(D) = Fa(F7H(D) + 0, (n™Y/2)

y el segundo término, mediante una aplicacion del método Delta, es

Fa (B2 @) ~ Fa(F (@) = 4 (F @) (F*(@) = F*(@)) + o, (n—%).

Esta descomposicién nos permite obtener la distribucion asintotica de la
frontera y separar la contribucién de cada uno de sus ingredientes. Juntando todas
las funciones de influencia, obtenemos la siguiente representacion para la frontera:

V(0@ —6(®) ) = —%Z[wm(rl(r)) + fa(F @ )ou] + 0p (D),

i=1
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es decir, la frontera es asintoticamente normal, con varianza dada por

Vo) = E ([¢A,i(F_1(T)) + fA(F_l(T))po,i]z)/

que puede ser estimada con su analogo muestral. La consistencia de dicho
estimador de la varianza se omite por brevedad, pero esta asegurada por una ley
de los grandes numeros uniforme. Alternativamente, el bootstrap es valido por el
teorema 23.5 de van der Vaart (1998).

Ahora nos resta obtener las distribuciones asintoticas de U(r) =
min{max {0,0(7)}, 1} y L(r) = max{min {0,0(r)}, —1}. Ambas cantidades son
funciones 8(7). Sin embargo, son funciones que no son diferenciables en ciertos
puntos por la presencia del max y min. Esto no nos permite aplicar el método Delta
tradicionalmente. Siguiendo a Fang y Santos (2019) y Masten y Poirier (2020),
aplicamos el método Delta direccional. Para ello necesitamos encontrar la derivada
direccional de las funciones r(x) = min{max {0,x},1} y s(x) = max{min
{0, x}, —1}. Dado que x es un pardmetro de una dimension, la derivada direccional
corresponde a acercarse por derecha o por izquierda. Cuando estos dos limites son
iguales, la funcion es diferenciable en ese punto. Dado que las funciones no son
muy complicadas, podemos encontrar sus derivadas considerando distintos valores
de su dominio y como nos podemos acercar a ellos. Para el caso de r(x), si x €
(0,1), entonces r(x) = x, y es diferenciable, con r'(x) = 1. Cuando x > 1,
entonces r(x) = 1, y suderivada r'(x) = 0. Los mismo sucede cuando x < 0. En
este caso, r(x) = 0, y su derivada r'(x) = 0. Los casos problematicos son x = 0
y x = 1. Si nos acercamos por izquierda a x = 0, la derivada es 0, pero es igual a
1 si nos acercamos por derecha. Al revés sucede con x = 1. Vamos a escribir la
derivada como un mapa que aproxima r(x + h) — r(x), y la vamos a denotar por
1y (h). Entonces

Osix>1o0x<0
hsix e (0,1)
min(h,0)six =1
max(h,0)six =0

h-ri(h) =

La idea es que, como el mapa original es una funcion lineal por partes,
entonces r(x + h) —r(x) = r/(h). Entonces la diferencia depende de donde
estamos en el dominio, el valor de x, y de hacia donde nos movemos: a la derecha,
con un h > 0, o hacia la izquierda, con un h < 0. Para el caso de s(x), de igual
manera tenemos:
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Osix<—-1ox>0
hsix € (—=1,0)
max(h,0)six =1
min(h,0)six =0

h - sy(h) =

y la derivada es el mapa definido por r(x + h) — r(x) = s, (h).

Podemos ver que una caracteristica de estas derivadas direccionales, es que
no son un mapa lineal de h. En particular la linealidad se rompe en los puntos
donde la derivada tradicional no existe. Sin embargo, si son continuas.

El teorema 2.1 en Fang y Santos (2019) nos permite utilizar esta derivada
direccional para encontrar la distribucién asintotica de U(t) y L(t). En particular
tenemos que:

Va(0(@) —U()) = 1 (Va(B(D) —0() ) + 0, (D),
y que
VA(L(@) —L(@)) = spe (\/ﬁ(@(’[) —0(2) )) +0,(1).

Dado que las derivadas son continuas, entonces podemos tomar el limite en
distribucion “adentro” de las derivadas. Pero, como estas derivadas no son lineales,
las distribuciones asintoticas no van a ser normales: estamos aplicando una
transformacidn no lineal a una distribucion normal. Por ejemplo, aN(0,1) + b se
distribuye como una normal, pero N (0,1)? tiene una distribucion y? con un grado
de libertad. Esto complica la inferencia porque, como muestran Fang y Santos
(2019), el bootstrap clasico no va a ser consistente. Para poder hacer inferencia
correctamente, vamos a usar el método Delta numérico de Hong y Li (2018) como
en Masten y Poirier (2020).

V. APLICACION EMPIRICA

En nuestra aplicacion empirica vamos a analizar la relacion entre la
educacion universitaria y los salarios. Nuestra politica contrafactual es un
incremento en la proporcion de graduados universitarios. La variable de resultado
que miramos es el salario por hora. Usamos datos de la Encuesta Permanente de
Hogares Base Individual del INDEC para el cuarto trimestre de 2019 (Instituto
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Nacional de Estadisticas y Censos [INDEC], 2019). La muestra se circunscribe a
hombres, entre 18 y 64 afios, ocupados, cuya categoria ocupacional es obrero o
empleado (asalariados). El salario por hora es construido como el ingreso en la
ocupacion principal (variable P21) dividido en el total de horas mensuales
trabajadas (calculadas como 4*PP3E TOT). Esta es nuestra variable Y. Dejamos
de lado aquellos individuos que reportan 0 horas trabajadas o 0 ingreso en la
ocupacion principal.

Para construir la variable binaria D, usamos la variable NIVEL ED y
definimos: D = 1 si el individuo reporta “Superior universitario completo” y D =
0 si el individuo reporta “Superior universitario incompleto” o “Secundario
completo”. Solo consideramos aquellos individuos que no estan activamente
siendo educados (aquellos que responden “No asiste, pero asistié” en la variable
CH10). En total tenemos 4712 observaciones.

La primera politica contrafactual que analizamos es una politica que
incrementa marginalmente la proporcion de graduados universitarios. Estos son
seleccionados al azar del grupo D = 0. Construimos la frontera para el efecto
marginal y miramos el caso de g(t) = 0. Los resultados se muestran en la figura
4. La zona sombreada contiene intervalos de confianza (punto por punto) al 95%.
Podemos ver que la frontera es mayormente positiva, lo que a priori nos permitiria
concluir que el efecto marginal es positivo. Sin embargo, el valor maximo de la
frontera es 0.31, lo que se interpreta como: si U > 0.31, entonces para ningin
cuantil podemos asegurar que el efecto marginal sea positivo. Si nos enfocamos
en la mediana, tenemos que U(0.5) = 0.3 y un intervalo de confianza del 95%
calculado con el bootstrap numérico de [0.27,0.33]. Esto se interpreta como:
mientras U sea menor que 0.3, entonces podemos asegurar que el efecto marginal
en la mediana sera positivo.
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Figura 4. Frontera para el efecto marginal
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Fuente: elaboracion propia.

La segunda politica contrafactual que analizamos es un incremento del 10%
en la proporcion de graduados universitarios. Para construir la frontera para el
efecto global nos fijamos en g(tr) = 0.1. Dado que las variables estan en
logaritmos, esto se corresponde a un aumento del 10% de los cuantiles. La politica
elige individuos que estan por debajo del cuantil 0.14 en los salarios de los
universitarios. Si dichos individuos se unen al grupo D = 1, entonces la
proporcion de graduados universitarios aumenta en un 10% aproximadamente. La
frontera, junto con los intervalos de confianza al 95% (punto a punto), se muestran
en la figura 5. Se desprende de dicha figura que la frontera tiende a ser positiva
para los cuantiles mas bajos y negativa para los cuantiles mas altos. Esto se debe
a la forma de la politica contrafactual: elegimos los que tienen salarios mas bajos.
Si nos fijamos en el cuantil .25, tenemos que U(0.25) = 0.12 con un intervalo de
confianza al 95% dado por [0.007, 0.14]. Esto se interpreta como que un valor de
U mayor que 0.12 no nos permite concluir que la politica tendra un efecto de
incrementar los salarios mas del 10% en el cuantil .25. Este valor de U(0.25) es
relativamente bajo, por lo que la conclusion es poco robusta a diferencias no
observables entre las dos subpoblaciones.
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Figura 5. Frontera para el efecto global
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Podemos analizar la misma politica contrafactica, pero esta vez usando una
conclusién mas débil: g(r) = 0. Los resultados se muestran en la figura 6.
Notamos, nuevamente, que la frontera tiende a ser positiva en los cuantiles mas
bajos y se acerca a cero en los cuantiles mas altos. En este caso, tenemos que
U(0.25) = 0.56 con un intervalo de confianza al 95% dado por [0.46, 0.67], por
lo que la conclusion es relativamente mas robusta que en el caso de g(7) = 0.1.
Es decir, con un U de hasta 0.56 todavia podemos asegurar que los salarios para
el cuantil 25% van a aumentar como consecuencia de esta politica. Sin embargo,
vemos por ejemplo que este valor de U esta por encima de la frontera para los
cuantiles mas altos. Esto significa que para esos cuantiles no podemos asegurar
qué efecto va a ser positivo.
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Figura 6. Frontera para el efecto global
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Fuente: elaboracion propia.

VI. CONCLUSION

En este trabajo nos enfocamos en el efecto en los cuantiles de politicas
contrafactuales que incrementan la proporcion de individuos bajo tratamiento. En
vez de imponer supuestos que nos permitan identificar dicho efecto, realizamos un
analisis de sensibilidad para cuantificar la robustez de ciertas conclusiones en
diferentes cuantiles. Nuestra aplicacion empirica analiza la relacion entre
educacion universitaria y salarios. En particular, encontramos que en una politica
contrafactual que aumenta la proporcion de graduados universitarios con
individuos de la cola izquierda de la distribucién de salarios es relativamente
robusta la heterogeneidad entre graduados y no graduados. Dicha politica podria
ser util para reducir la desigualdad en salarios dado que comprimiria la
distribucion.
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